Practicas de teletrafico

marzo de 1999

1 Introduccién

El objetivo de estas practicas es familiarizar al estudiante con los conceptos y
la terminologia propias de la teoria de las colas.

El procedimiento utilizado se basa en una simulacién grafica mediante un
applet de Java, que permite reproducir el funcionamiento del modelo con los
parametros fijados por el usuario. El applet consta de tres ventanas:

o Parameters
e Statistics

e Simulation

1.1 Ventana Parameters

En la parte superior del panel de entradas podemos observar cuatro opciones
que determinan el modelo que simula el programa. La opcién que esta activada
determina la naturaleza de generacién de llamadas y el servicio del sistema
(M/M/m, M/D/m, D/M/m, D/D/m). En cualquier momento se puede cambiar
de modelo, simplemente con hacer clic en la opcién deseada.

M/ Mim " M/D/im - D/M/m - D/DSm

TIME BREAK.  LAMEDA U CIRCUITS CUEVE
|1 |15 Joz |4 Ei
Fun I Step | Feset | Exit |

|Java spplet Window

Debajo encontramos unas casillas con los siguientes significados:

TIME BREAK es el tiempo entre cada uno de los pasos de la simulacién.
La cifra representada en el cuadro de texto se multiplica por 100 ms. El rango
del tiempo de proceso en la simulacion de {1 ... 5}. Soélo se modificara si la
simulacién va excesivamente rapida.

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998. Quedan rigurosamente prohibidas, sin la autorizacién escrita de los titulares del “copyright”, b
las sanciones establecidas en las leyes, la reproduccion total o parcial de esta obra por cualquier medio o procedimiento, comprendidos la
reprografia y el tratamiento informético, y la distribucién de ejemplares de ella mediante alquiler o préstamo publicos.



Précticas de teletrafico (J. Alcober) 2

LAMBDA es la tasa media de llegadas al sistema. Representa el ntimero
de llamadas que llegan al sistema por unidad de tiempo (llamada/tiempo). Su
rango es de {0.1 ... 1.9}.

MU es la tasa media de servicio. Representa el nimero medio de llamadas
que el sistema sirve por unidad de tiempo (llamada/tiempo). Su rango es de

{0.1... 2.0}.
CIRCUITS indica el ntmero de circuitos que tiene el servidor. Su rango es
de {1 ... 4}.

QUEUE fija el nimero maximo de llamadas que pueden esperar en cola. Su
rango es de {0 ... 8}.

Mas abajo encontramos una serie de botones que nos permiten controlar la
simulacion.

RUN pone en marcha la simulacién con los valores de los cuadros de texto
superiores.

STEP nos permite detener la simulacion, y, si la accionamos repetidamente,
nos permite simular paso a paso y observar detenidamente el comportamiento
del sistema. Este botén también actualiza los valores de los cuadros de texto
superiores.

RESET termina la actual simulacién y reinicia el sistema con una nueva
simulacion.

EXIT termina definitivamente con la simulacién y elimina las ventanas.

1.2 Ventana Statistics

Esta ventana proporciona informacion sobre los parametros de la propia simu-
lacién.
QUEUE NAME sigue la nomenclatura Kendall A/B/C/k, donde

e A representa la distribucion de la llegada (M markoviano, D determinista)
e B representa la distribucion del servicio (M marcoviano, D determinista)
e ( representa el nimero de circuitos

e [ es el nimero méaximo de llamadas que puede contener el sistema (incluida
la que se esta sirviendo).

CUEUE HAME MSMFS1 9 STEPS 20
AVERAGE SERVICE TIME 0,3719 AVERAGE WAIT TIME 00,0505
MAX.CUEVE 5IZE 1 AVERAGE QUEVE 5IZE 0,03203
TOTAL TX 3 ELOCKING PROE, 0,0
Jrla\-'a Applet Window
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STEPS representa el nimero actual de pasos de la simulacion.

AVERAGE SERVICE TIME es el tiempo medio de servicio del sistema.

AVERAGE WAIT TIME es el tiempo medio de espera en cola.

MAX. QUEUE SIZE es la ocupaciéon méaxima que ha sufrido la cola.

AVERAGE QUEUE SIZE es el numero medio de llamadas que esperan en
cola.

TOTAL TX es el nimero total de paquetes transmitidos con éxito.
BLOCKING PROB. es la probabilidad de boqueo del sistema.

1.3 Ventana Sitmulation

La ventana Simulation tiene tres partes:

e (A) Animacion del servidor, cola y llamada perdida. Representa lo que hay
en el sistema en cada momento; es decir, qué llamadas se estan sirviendo,
cuédles estéan esperando y cuél es la ultima llamada perdida.

e (B) Animacion de la ocupacion del servidor. Es una pantalla fraccionada
en diez unidades de tiempo que representa el histérico de lo que sucede en
el servidor, concretamente en cada uno de los circuitos que lo componen.

e (C) Animacion de la ocupacion global del sistema. Es una pantalla frac-
cionada en diez unidades de tiempo que representa la ocupacion global del
sistema, (servidor mas cola). La ocupacién del servidor se representa en
azul y la de la cola en rojo. Ademaés, también se visualizan las probabili-
dades estimadas de ocurrencia de cada estado del sistema (estado 0 hasta
el estado k).

ﬂ

| Java Applet Window
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Si comparamos las dos pantallas de animacién, observamos que la suma de
la ocupaciéon del servidor es exactamente la saturaciéon en azul que dibujamos
en la animacion del cambio de estado. La parte pintada en rojo representa
graficamente lo que sucede en la cola; es decir, cada flanco de bajada de esta zona
corresponde a un final de servicio representado en la animacién de la ocupaciéon
del servidor (se distingue con una linea roja al final de cada llamada) y significa
que un circuito del servidor se ha quedado libre y, por tanto, la cola se vacia en
una unidad.

2 Conceptos de trafico

El modelo basico utilizado en teoria de colas corresponde a una poblacién que
genera llamadas con una tasa A, estas llamadas llegan a un sistema de circuitos
donde seran servidas con una tasa p.

La primera parte podria corresponder a la modelizacién de generacién aleato-
ria de llamadas correspondiente a una poblacion grande. Es un pardmetro facil
de medir, porque sélo es necesario observar durante un tiempo de observacion
(T,p) el namero de llamadas generadas (N). Entonces,

N

A:Tob

Este pardmetro sera tanto més fiable cuanto mayor sea T,;. Las unidades
de X seran llamadas/tiempo.

A veces a la generaciéon de llamadas también se le llama llegada de llamadas
al sistema, porque visto desde el sistema es como si llegasen.

Una vez la llamada ha llegado al sistema (se ha generado), entonces, en el
caso de que haya recursos suficientes, se sirve. En nuestro caso los recursos son
circuitos, pero estos modelos son aplicables a campos muy diversos.

El tiempo de servicio de llamadas se modela como una variable aleatoria
exponencial de tasa u. Este pardmetro también es facil de medir, pues 1/u es
el tiempo medio de servicio, que se puede estimar midiéndolo.

En caso de que no haya suficientes recursos para servir la llamada, hay dos
politicas de funcionamiento, correspondientes al modelo de pérdida y al modelo
de espera. El grado de servicio, la satisfaccion del cliente, se mide a través de la
probabilidad de bloqueo (PB). Esta probabilidad de bloqueo es diferente para
cada modelo; es decir, en un modelo de pérdida la probabilidad de bloqueo es la
probabilidad de pérdida, mientras que en un modelo de espera la probabilidad
de bloqueo es la probabilidad de espera, aunque también es importante el tiempo
medio de espera en cola.

2.1 Modelo de pérdida

En el modelo de pérdida, en caso de que una llamada llegue al sistema y en-
cuentre que todos los recursos estén ocupados, ésta no se sirve y se pierde.
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En este caso un pardmetro de medida del grado de servicio es la probabili-
dad de pérdida (PP), es decir, la probabilidad de que una llamada que llegue al
sistema, se encuentre con todos los recursos ocupados. Si el sistema esté sobred-
imensionado, esta probabilidad es baja. Si el sistema esta infradimensionado,
esta probabilidad es alta.

1. ;Cudl es la probabilidad de pérdida (PP) en el sistema de un circuito de
la figura? Estimadlo con la informacién que veis. Fijaos que es el cociente
entre el nimero de paquetes perdidos y el niimero de paquetes totales.

|

A la hora de dimensionar un sistema de pérdida se debe calcular el nimero de
recursos suficientes para poder obtener una probabilidad de bloqueo adecuada.

2.2 Modelo de espera

En el modelo de espera, en caso de que una llamada llegue al sistema y no
encuentre recursos libres para ser servida, ésta espera hasta que se libere algin
recurso.

En este caso, el parametro para medir el grado de servicio es la probabilidad
de demora (PD), es decir, la probabilidad de que una llamada que llega al
sistema tenga que esperar porque no hay recursos libres.

Otro pardmetro interesante es el tiempo medio que una llamada tiene que
esperar en cola hasta el momento de ser servida (W@Q).

A la hora de dimensionar un sistema se calculan los recursos necesarios para
poder cumplir con alguno de los parametros anteriores.

1. ;Cuaél es la probabilidad de demora (PD) en el sistema de un circuito de la
figura siguiente? Estimdalo con la informacién que veis. Fijaos que es el
cociente entre el nimero de paquetes demorados y el numero de paquetes
totales.

2. ;Y cudl es el tiempo medio que una llamada tiene que esperar en cola
hasta ser servida, segun la informacion de la figura? Fijaos que se debe
hacer un promedio de los tiempos de espera en cola.

o

CTTT
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2.3 Conceptos generales de trafico

Aunque consideremos en primer lugar el modelo de pérdida, los conceptos que
ahora se definen se aplican también al modelo de espera.

Se define intensidad de tréfico instantédneo cursado, o tréafico instanténeo
cursado, N(t), como el nimero de circuitos ocupados a lo largo del tiempo.

En el caso de un circuito, esta funcién podria tener la siguiente forma,

1
1}

Se define volumen de tréfico cursado (V) de un circuito como la suma de
los tiempos en que éste estd ocupado en un tiempo de observaciéon, T,,. En el
ejemplo, Vi, = 5s.

Si tenemos 2 circuitos, la funcion N(t) podria tener la siguiente forma:

2
1
)

Y V. seria en este caso la suma de los tiempos en que éstos estan ocupados
en un tiempo de observaciéon T,,. En el ejemplo, V;. = 6s.
En general, para C circuitos,

Vie = / N(#)dt
Tob

1. La funcién N(¢) de un sistema de circuitos tiene la siguiente forma,

(a) ¢{Cuantos circuitos tiene nuestro sistema como minimo?

(b) Calculad el Vi, en un tiempo de observacion T,; de las 10 unidades
de tiempo.

Hasta ahora hemos calculado el V.. Este pardmetro no da mucha informacioén.
., Qué quiere decir que tenemos un V. de 20 s? En cambio, la relaciéon entre Vi,
y T,y si que nos desvela el porcentaje de ocupacion del sistema.

Se define intensidad de tréfico cursado, o simplemente tréfico cursado (TC),
como el cociente entre Vi, v Typ.

Vie
TC =
Tob

En el ejemplo, V;. = 5s y Ty, = 10s, entonces, TC = 0.5.
En general,

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.
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c 1
_ Vie _ N(t)dt

TC
Tob Tob Top

Graficamente, TC' coincide con el valor que tiene una funcién constante que
tenga el mismo valor que la integral de la funciéon N(t), area bajo la curva, en
el tiempo de observacion, ya que

RJC:/ N(t)dt
Tob

En el caso del dltimo ejemplo, obtendriamos griaficamente un valor que ten-
dria que aproximarse al que habéis calculado.

En el apéndice se puede ver que

S B

TC =
In

donde ). es la tasa de llamadas llegadas al sistema y cursadas.
Y de ello se extraen diferentes caracteristicas de TC. Para un sistema de un
circuito:

e T( es adimensional y tiene un nombre, Erlang, en honor a un matemético
danés. Asi, en el ejemplo, TC = 0.5 E (el trafico cursado es 0.5 erlangs).

e Se cumple que TC < 1.

e TC nos da el porcentaje de ocupacion del circuito.
Si en lugar de un circuito, tenemos C,

e TC es adimensional y se da en Erlangs.

e Se cumple que TC < C.

e T(C nos da el porcentaje de ocupacion del sistema.

Si consideramos un modelo de pérdida, es posible que alguna llamada llegue al
sistema y se pierda. Por eso es interesante considerar el caso en que todas las
llamadas sean servidas.

Fijaos en que hasta ahora no nos preocupabamos de las llamadas que llega-
ban al sistema y no eran cursadas a causa de la falta de recursos libres para ser
servidas. Pero es un pardmetro importante del grado de servicio. Para saber qué

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.
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perdemos, primero hemos de calcular qué tendriamos en el caso de que hubiera
bastantes circuitos (mateméaticamente, infinitos circuitos) para servir cualquier
llamada que se generara.

Definimos tréfico ofrecido (TO) como el trafico cursado por un sistema con
un infinito namero de circuitos. En el simulador, el trafico ofrecido se podria
ver en un sistema con suficientes circuitos para servir todas las lamadas que
llegasen.

S b

[~ {l-]l-

Se puede ver que,

A
T0 = —
I
Y como en el modelo de pérdida, no todo el trafico ofrecido es cursado, y se
define el trafico perdido (TP) como el trafico ofrecido que no se cursa.

TP=TO-TC
También se puede ver de la siguiente forma

N A A

pooopop

Donde A, es la tasa de llamadas que llegan al sistema y se pierden.

Se cumple que C > TO > TC. Comprobadlo.

Todos estos conceptos también se pueden aplicar al modelo de espera. El
volumen de tréfico cursado (Vi.) de un circuito seré la suma de los tiempos en
que éste estd ocupado durante un tiempo de observacién T,,. En el simulador,
corresponde a la funcién dibujada en azul.

En el ejemplo, V;. = 4.7s.

Como antes, nos interesa la relacion entre Vi, y Top; ya que nos indica el
porcentaje de ocupacion del circuito.

Se define intensidad de trafico cursado, o simplemente tréafico cursado (TC),
como el cociente entre Vi, v Typ.

CYEYRPES
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Ve
Tob

TC

Intuitivamente, en un modelo de espera puro todas las llamadas que lleguen
al sistema serén servidas tarde o temprano; el inico inconveniente es que quizés,
antes de ser servidas, tendran que esperar en la cola. Por ello, segin este razon-
amiento, no existird transito perdido (no se pierden llamadas) y, por tanto, el
trafico cursado seré el mismo que el tréfico ofrecido (esto lo veremos matemati-
camente mas adelante). En cambio, habra una parte de las llamadas que lleguen
al sistema que tendran que esperar, Ay, y esto nos llevara a calcular un trafico
demorado, que es otro pardmetro del grado de servicio.

Hemos visto que el sistema de colas que estamos estudiando se caracter-
iza por tres parametros: A, p y C. Ademés, para relacionarlo con el grado de
servicio, hemos definido una serie de conceptos que nos ayudaran a medirlo.
Ahora nos faltara relacionar estos conceptos con los parametros y con el grado
de servicio. Todos estos sistemas se caracterizan por una serie de estados, carac-
terizados normalmente por el nimero de llamadas en el sistema. Asi, el estado 0
corresponde al sistema vacio, el estado I al sistema con una llamada, el estado
2 con dos llamadas, y asi sucesivamente.

Si se conoce la probabilidad de ocurrencia (ver apéndice) de cualquier estado
del sistema, entonces se puede calcular cualquiera de sus parametros (TC, TP,
PP, ...). En el caso del simulador, se estimaré la probabilidad de ocurrencia
de cualquier estado del sistema, entonces se puede calcular una estimacién de
cualquiera de sus parametros (TC, TP, PP, ...).

3 Modelos de pérdida

Vamos a familiarizarnos con los conceptos que se han explicado en la seccién
anterior y con el simulador. Veremos cémo a partir del simulador podemos cal-
cular (realmente estimar) los conceptos que hemos visto anteriormente. En el
apéndice se dan los instrumentos matematicos para calcularlos, y comprobare-
mos que los resultados coinciden.

Comenzaremos por el caso méas sencillo, que es considerar que tanto las
llegadas como el servicio no son aleatorios, sino deterministicos.

También comenzaremos por los modelos de bloqueo. Un modelo se considera
de bloqueo cuando una llamada que llega al sistema y no tiene recursos, circuitos,
para ser atendida, se pierde.

3.1 Modelo D/D/C/C

Este modelo compuesto de C circuitos y sin cola (Q = 0) se caracteriza por
tener las llegadas y el servicio deterministicos; es decir, las llegadas se producen
periddicamente cada 1/) s y el servicio de cada llamada tarda exactamente 1/
S.

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.
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Un sistema sobredimensionado es aquel en el que hay mas circuitos de los
que se necesita para dar un grado de servicio (satisfaccion del cliente) razonable.
Un sistema infradimensionado es aquel en el que hay menos circuitos de los
necesarios para dar un grado de servicio aceptable. En un modelo de pérdida el
grado de servicio esta intimamente ligado a la probabilidad de bloqueo.

1. Simulad el modelo D/D/2/2 con un caso sobredimensionado. Por ejem-
plo, que lleguen llamadas cada 2 s, y que tarden en servirse I s. Esto

. _ A _ Y _ 1 _
corresponderd a una A = ST IAT 3= 0.5.

wMiM/im w M/D/m o+ DiMim - D/Dim

TIME BREAK.  LAMEBDA MU CIRCUITS QUEUE
[ s [0 [z a
Ruk | Step I Reset I Exit |

| JJava applet window:

2. ;Cuadles son las probabilidades que se obtienen por simulacién de cada
estado?
(a) ;Cuél es la ocupacion media del circuito 1?7 ;Y del circuito 27

(b) ;Podriamos quitar el circuito 2 y tener el mismo sistema (aunque
més econdémico)?

(c) ¢ Cuales la probabilidad de bloqueo; es decir, de cada 10 llamadas que
lleguen, cuéntas perdemos como media? ;Perdemos alguna llamada?

3. Simula el modelo D/D/1/1 con A=0.5. Simplemente reducimosel nimero
de circuitos en una unidad.

SO pemeenRs [

vM/M/im -~ M/D/m o+ D/M/m DD Sm

TIME BREAK. LAMEBDA MU CIRCUITS CQUEUE
[ Jos v 1o
Run | Step I Feset Exit |

| Java applet window
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(a) ;Cuales son las probabilidades que se obtienen por simulaciéon de
cada estado?

(b) ;Cual es el porcentaje de tiempo que el circuito estd ocupado? ;Co-
incide con algin parametro del sistema? Relacionadlo con A, Py i
Py.

4. Vamos a ver si se cumplen estas relaciones en otros casos. Simulad el
modelo D/D/1/1 con A=0.9.

wM/Mim o M/Dim o DAMAm ™ DADSm
TIME BREAK LAMEDA MU CIRCUITS OUVEUE
N N DO R C
Ruk | Step I Reset I Exit
| JJava applet window: i
E

(a) Se mantienen las relaciones calculadas anteriormente?

5. Parece que no queramos sobrepasar A=1, vamos a hacerlo. Simulad el
modelo D/D/1/1 con A=1.25.

wMiM/im w M/D/m o+ DiMim - D/Dim

TIME BREAK.  LAMEBDA MU CIRCUITS QUEUE
 ER KT K A
Ruk | Step I Reset I Exit |

| JJava applet window:

(a) ;Qué veis en la simulacion? Fijaos en que se pierden llamadas. Coged
una secuencia de numeracion de llamadas perdidas. ;Cuél es la prob-
abilidad de pérdida? ;Coincide con la que se da en el panel de es-
tadisticas?

(b) ;Cual es el porcentaje de tiempo que el circuito esta ocupado? ;Es un
sistema sobredimensionado? ;Tiene este sistema un grado de servicio
aceptable? ;Como se puede mejorar de forma sencilla este grado de
servicio?

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.
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6. Quizas la solucion sea anadir un circuito méas. Simulad un modelo D/D/2/2
con A=1.25. ;Cual es el porcentaje de tiempo que I circuito esta ocupado,
y el porcentaje de tiempo que 2 circuitos estdn ocupados? Relacionadlos
con las probabilidades de estado.

wMiM/im w M/D/m o+ DiMim - D/Dim

TIME BREAK.  LAMEBDA MU CIRCUITS QUEUE
[ [® [ [z
Ruk | Step I Reset I Exit |

| lJava applet window

7. ;Cual creeis que es la relacion que hay entre A y C para que no se pierda
ninguna llamada?

8. En conclusion, si tenemos A=3.1. ;Cuél es el numero de circuitos nece-
sarios para dar un grado de servicio aceptable?

9. Dado un modelo D/D/2/2, dibuja la grafica de la probabilidad de bloqueo
en funcién de A para una a u = 1.

3.2 Modelo D/M/C/C

Este modelo compuesto de C circuitos y sin cola (@ = 0) se caracteriza por
tener las llegadas deterministicas y el servicio aleatorio; es decir, las llegadas
se producen exactamente cada 1/X s y el servicio de cada llamada tarda como
media 1/ s.

1. Simulad un modelo D/M/1/1 con A=0.5. Comprobad que cada 2 s llega
un llamada y que, como media, se tarda I s en servirse (unas veces més
y otras menos).

wMiM/im w M/D/m " DiMim w D/Dim

TIME BREAK.  LAMEBDA MU CIRCUITS QUEUE
[ [ e [t Ja
Ruk | Step I Reset Exit |

| lJava applet window
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2. ;Se pierden llamadas? ;Por qué? Anotad la probabilidad de bloqueo que
se obtiene. ;Creeis que proporciona un grado de servicio aceptable?

(a) ;Podriais dar un valor de A para garantizar que no se pierdan lla-

madas? ;Por qué?

(b) ;Podriais dar un valor de C para garantizar que no se pierdan lla-

madas?

(c) Ya se ve que se puede ir reduciendo la probabilidad de bloqueo con
un coste econémico. Hay dos vertientes que tener en cuenta: con un
coste econémico fijo tengo un grado de servicio determinado, y para
conseguir un grado de servicio aceptable tendré un coste determinado.
A la hora de disenar quizas tengamos fijo un parametro y hayamos

de calcular el otro.

3. Intuitivamente se ve que si aumentamos A, aumentaremos la probabil-
idad de pérdida. Simulad un modelo D/M/1/1 con A=1 y anotad la

probabilidad de bloqueo.

wMiM/im w M/D/m " DiMim w D/Dim

TIME BRERK

LAMBDA

CIRCUITS

CUEUE

Run

T |

Step

1.0

E

Reset I

E

Exit

|Java applet Window

4. También se ve que si aumentamos C, disminuimos la probabilidad de blo-
queo. Simulad un modelo D/M/1/1 con A=1 y C=2 y anotad la proba-

bilidad de bloqueo.

vMiMim <+ M/D/m * D/M/im o D/DSm

TIME BREAK. LAMEBDA MU CIRCUITS QUEUE
|§1 1.0 1.0 2 || G
Run Step I Feset Exit

| Java Applet Window

En conclusion, para unas necesidades de trafico (4), tenemos que poner un
ndmero de circuitos (C) tales que tengamos un grado de servicio aceptable.

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.




Précticas de teletrafico (J. Alcober)

3.3 Modelo M/D/C/C

Este modelo compuesto de C circuitos y sin cola (@Q=0) se caracteriza por tener
las llegadas aleatorias y el servicio deterministico; es decir, las llegadas se pro-
ducen, como media, cada 1/\ s y el servicio de cada llamada tarda exactamente

1/ s.

14

1. Simulad un modelo M/D/1/1 con A=0.5. Comprobad que llega una lla-
mada cada 2 s como media (unas veces mas y otras menos) y que se tarda
exactamente 1 s en servirse.

vM/M/im  MiD/m o D/M/m o DD Sm

TIME BREAK. LAMEBDA MU CIRCUITS CQUEUE
[ fos e [ Jo
Run | Step I Feset Exit |

| Java Applet Window

2. ;Se pierden llamadas? ;Por qué? Anotad la probabilidad de bloqueo que
se obtiene. ;Creeis que proporciona un grado de servicio aceptable?

(a) {Podriais dar un valor de A y/o C para garantizar que no se pierden
llamadas? ;Por qué?

3. Intuitivamente se ve que si aumentamos A, aumentaremos la probabilidad
de pérdida. Simula un modelo M/D/1/1 con A=1 y anotad la probabili-

dad de bloqueo.

wMiM/im  M/D/m o DiMim o D/D/m

TIME BREAK.  LAMEBDA MU CIRCUITS QUEUE
[ [ e [ Ja
Ruk | Step I Reset Exit |

| lJava applet window

4. También se ve que si aumentamos C, disminuiremos la probabilidad de
bloqueo. Simulad un modelo M/D/2/2 con A = 1 y anotad la probabili-

dad de bloqueo.
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wMiM/im  M/D/m o DiMim o D/D/m

TIME BREAK.  LAMEBDA MU CIRCUITS QUEUE
[ s fo - Je
Ruk | Step I Reset Exit |

| lJava applet window

3.4 Modelo M/M/C/C

Este modelo compuesto de C circuitos y sin cola (@Q=0) se caracteriza por tener
las llegadas aleatorias y el servicio aleatorio; es decir, las llegadas se producen
como media cada 1/ s y el servicio de cada llamada tarda una media de 1/u s.

1. Simulad un modelo M/M/1/1 con A=0.5. Comprobad que cada 2 s, como
media, llega una llamada (a veces més y otras menos) y que se tarda una
media de 1 s en servirse (unas veces mas y otras menos).

FMiMim o MAD/m o DiIMim o D/DSm

TIME BREAK.  LAMEBDA MU CIRCUITS QUEUE
[ fes e [ Ja
Ruk | Step I Reset Exit |

| lJava applet window

2. Anotad la probabilidad de bloqueo y comparadla con la probabilidad de
bloqueo que hay en las tablas (ErlangB[1,0.5]).

3. Intuitivamente se ve que si aumentamos A, aumentaremos la probabili-
dad de pérdida. Simula un modelo M/M/1/1 con A = 1 y anotad la
probabilidad de bloqueo. Calculadla mateméaticamente también.
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=[] PARAHETERS || E]
SMIMIM o M/D'M o DAMSM e DADSm
TIME BRERK LAMEDA MU CIRCUITS QOUEUE
R |16 a0 |1 E

Ruk | Step I Reset I Exit |

|Java applet Window

4. También se ve que si aumentamos C, disminuiremos la probabilidad de
bloqueo. Simulad un modelo M/M/2/2 y anotad la probabilidad de blo-
queo. Calculadla mateméaticamente también.

=[] PARAHETERS || E]
SMIMIM o M/D'M o DAMSM e DADSm
TIME BRERK LAMEDA MU CIRCUITS QOUEUE
R 16 a0 |2 E

Ruk | Step I Reset I Exit |

|Java applet Window

4 Modelos de espera

Un modelo se considera de espera cuando una llamada que llega al sistema y
no tiene recursos, circuitos, para ser atendida, espera en una cola que puede ser
finita o infinita. En el caso de que sea finita, cuando esta cola esta llena y llega
una llamada, la llamada se pierde. En el caso de que sea infinita, no se pierde
ninguna llamada, pues todas esperan su turno en una cola que no tiene limite.
Notad que un modelo de bloqueo es un caso particular de modelo de espera con
una cola nula (Q = 0).

El modelo de espera puro es aquel en el que la cola es infinita, es decir, en
el que no se pierden llamadas, pues si llega una llamada al sistema y encuentra
todos los circuitos ocupados, espera en una cola a ser atendida.

4.1 Modelo D/D/C/C+Q

Este modelo compuesto de C circuitos y una cola de @ elementos se caracter-
iza por tener las llegadas y el servicio deterministico; es decir, las llegadas se
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producen peri6dicamente cada 1/A s y el servicio de cada llamada tarda exacta-
mente 1/p s. Un sistema sobredimensionado es aquel en el que hay mas circuitos
de los que se necesita para dar un grado de servicio (satisfaccion del cliente) ra-
zonable. Un sistema infradimensionado es aquel en el que hay menos circuitos
de los necesarios para dar un grado de servicio aceptable. Querriamos calcular
el nimero de circuitos necesarios para dar un grado de servicio aceptable.

1. Simulad un modelo D/D/2/10 con un caso de sobredimensionado. Por
ejemplo, que lleguen llamadas cada 2 s y que tarden en servirse 1 s. Esto

: A _ Y _ 1 _
correspondera a una A = LTI T3 0.5.

wMiM/im w M/D/m o+ DiMim - D/Dim

TIME BREAK.  LAMEBDA MU CIRCUITS QUEUE
[ fos e [z Js
Ruk | Step I Reset Exit |

| lJava applet window

(a) ;Cuales son las probabilidades que se obtienen por simulaciéon de
cada estado?

(b) ;Qué utilidad tiene la cola en este modelo? ;Podriamos quitarla? Es
decir, jtiene el mismo comportamiento el modelo D/D/2/10 que el
modelo D/D/2/27 Si no lo veis claro, simuladlo.

(¢) (Es un sistema sobredimensionado?

2. Simulad un modelo D/D/1/9 con A=0.5 . Simplemente reducimos en un
circuito.

wMiM/im w M/D/m o+ DiMim - D/Dim

TIME BREAK.  LAMEBDA MU CIRCUITS QUEUE
| N 3 FE C
Ruk | Step I Reset Exit |

| lJava applet window

(a) ;Cuales son las probabilidades que se obtienen por simulaciéon de
cada estado?

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Précticas de teletrafico (J. Alcober) 18

(b) ;Qué utilidad tiene la cola en este modelo? ;Podriamos quitarla? Es
decir, jtiene el mismo comportamiento el modelo D/D/1/9 que el
modelo D/D/1/17

(c) (Es un sistema sobredimensionado?

(d) ;Cual es el porcentaje de tiempo que el circuito estd ocupado? ;Co-
incide con algin parametro del sistema? Relacionadlo con A, Py,
Pi,...

3. Veamos si lo antedicho se cumple. Simulad un modelo D/D/1/9 con
A=0.75 y A=0.9.

wMiM/im w M/D/m o+ DiMim - D/Dim

TIME BREAK.  LAMEBDA MU CIRCUITS QUEUE
||§1 0.75 ||§1.0 | i |ej
Ruk Step I Reset I Exit

| lJava applet window

[ oRadereRs [

vM/M/im -~ M/D/m o+ D/M/m DD Sm

TIME BREAK. LAMEBDA MU CIRCUITS QUEUE
||E1 0.9 ||§1.0 | i |E=j
Run Step I Feset I Exit

| 1Java applet window

(a) ;Se mantienen las relaciones calculadas anteriormente?

4. Parece que no queramos pasar de A = 1; hagdmoslo. Simulad el modelo
D/D/1/9 con A=1.25.
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== PARAMETERS ||
wMiMim - M/Dim - D/MSm ™ DADSm
TIME BREAK LAKMEBDA HU CIRCUITS QOUEUE
|§1 |1.25§ |§1.0 |1I |ej

Ruk | Step I Reset I Exit |

|Java applet Window

(a) ;Qué veis en la simulacion? ;Donde se estabiliza el sistema? ;Cuéles
creeis que serian las probabilidades de estado al cabo de un buen
rato?

(b) ;Cual es ahora el porcentaje de tiempo que el circuito esta ocupado?
. Es un sistema sobredimensionado? ;Tiene este sistema un grado de
servicio aceptable? ;Como se puede aportar de forma mas sencilla
este grado de servicio?

5. Puede que la solucién sea anadir un circuito més. Simulad un modelo
D/D/2/10 con A=1.25. ;Qué porcentaje de tiempo esta ocupado I cir-
cuito, y qué porcentaje de tiempo estan ocupados 2 circuitos? Relacionad-
los con las probabilidades de estado.

wMiM/im w M/D/m o+ DiMim - D/Dim

TIME BREAK.  LAMEBDA MU CIRCUITS QUEUE
E 125 [0 R E
Ruk | Step I Reset Exit |

| lJava applet window

6. ;Cudl creeis que es la relacion que existe entre A y C para que se propor-
cione un grado de servicio aceptable?

7. En conclusion, si tenemos una A = 3.1, ;qué niumero de circuitos es nece-
sario para dar un grado de servicio aceptable?

4.2 Modelo D/M/C/C+Q

Este modelo compuesto de C' circuitos y una cola de ¢ elementos se caracteriza
por tener las llegadas deterministicas y el servicio aleatorio; es decir, las llegadas

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Précticas de teletrafico (J. Alcober) 20

se producen exactamente cada 1/A sy el servicio de cada llamada tarda, como
media, 1/u s.

1. Simula un modelo D/M/1/9 con A=0.5. Comprobad que cada 2 s llega
una llamada y que se tarda una media de 1 s en servirse.

(a) ;Cuaél es el porcentaje de ocupacion del circuito? ;Concuerda con las
férmulas anteriores?

(b) ;Se utiliza la cola durante la simulacion?

(¢) {Qué deberia pasar para que un elemento fuera a la cola?

2. Simulad un modelo D/M/1/9 con A=1. Explicad qué observais.

4.3 Modelo M/M/C/C+Q

Este modelo compuesto de C' circuitos y con cola de longitud méxima ) se
caracteriza por tener las llegadas aleatorias y el servicio aleatorio; es decir, las
llegadas se producen, como media, cada 1/A s, y el servicio de cada llamada
tarda una media de 1/p s.

1. Simulad un modelo M/M/1/10 con A=0.5 . Comprobad que llega como
media una llamada cada 2 s (unas veces méas y otras menos) y que se tarda
una media de 1 s en servirse (unas veces mas y otras menos).

(a) ;Se podria decir que corresponde a un modelo de espera puro? ;Por
qué?

(b) Haced una tabla con los valores tedricos, considerando un modelo de
espera puro, y con los simulados de los 10 primeros estados. ;Se
parecen?

(c) Calculad de forma teorica y simulada la probabilidad de pérdida y la
probabilidad de demora, asi como el tiempo medio de espera en cola.
iSe parecen? ;A qué conclusion podriais llegar?

2. Consideremos otro caso. Simula un modelo M/M/1/2 con A=1 .

(a) ;Se podria decir que corresponde a un modelo de espera puro? ;Y
de pérdida puro? ;Por qué?

(b) Haced una tabla con los valores tedricos y simulados de los estados.
i.Se parecen?

(c) Calculad de forma teorica y simulada la probabilidad de pérdida y la
probabilidad de demora, asi como el tiempo medio de espera en cola.
iSe parecen? ;A qué conclusion podriais llegar?

(d) Parece que si aumentamos C, disminuiremos la probabilidad de pér-

dida. Comprobadlo simulando el sistema M/M/2/3 con A = 1y
comparadlo con el valor teérico.
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(e) Parece también que si aumentamos A, aumentamos la probabilidad
de pérdida. Comprobadlo simulando el sistema M/M/2/3 con A =
2 y comparadlo con el valor teérico.

5 Apéndice

5.1 Modelo de generaciéon de llamadas (Procesos de Pois-
son)

Comenzaremos solucionando un problema paralelo. Supongamos en primer lu-
gar que lanzamos al azar n puntos sobre un intervalo (0,T). ;Qué probabilidad
hay de que k de estos n puntos caigan en un subintervalo ¢t = (¢1,t2) de (0, T)?

0 t & T
| | | |

La probabilidad de que, si se lanza un punto, caiga en ¢, es

b=t t

T T

Si el experimento se repite n veces, la probabilidad que & de estos n puntos
caigan en un subintervalo t = (¢1,t2) de (0,T) es:

Plkdelosnent} = < Z >Pk(1 —p)"F

Si suponemos que n > 1y T > ¢, pero n/T = A se mantiene constante,
entonces se podria demostrar que

k

ny g -k , ,—npP
<k>p (1-p)""=xe on

y como np = At,

_ ()
Plkent} =e N
Si en vez de hablar de puntos, hablamos de generacion de llamadas, entonces
la probabilidad de que se generen k llamadas en un intervalo ¢, por parte de una

poblacién infinita que genera una tasa de llamadas A, es
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_ ()
P{kent}=e N

Se dice que la generacion de llamadas por parte de esta poblacion infinita
viene modelada por un proceso estocastico de Poisson.

poblacio
0

Para ver el significado fisico de A, calcularemos cuintas llamadas se generan
como media en un tiempo de observaciéon T,p.

v N o ar, ATw) o~ (\Top) ™!
N = ZZP{ZeTLTob} = Zze AT i!b) =e Mo AT, Z ((i _b)l)! =T,
i=0 i=0 i=1

Propiedades de los procesos de Poisson

Aditiva La suma de procesos de Poisson es otro proceso de Poisson, cuya tasa
es la suma de las tasas de los procesos que se suman.

Multiplicativa La divisién de un proceso de Poisson a través de un conjunto
de probabilidades P; son procesos de Poisson cuyas tasas son, respectivamente,
la tasa del proceso inicial multiplicada por la probabilidad correspondiente P;.

AR,
A R
M ]
Pl
AP,
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Caracterizaciéon del tiempo entre llegadas consecutivas en un proceso
de Poisson

El préximo paso serd caracterizar estadisticamente el tiempo entre llegadas con-
secutivas en un proceso de Poisson, es decir, calcularemos su funcién de densidad
de probabilidad.

Sea tg el instante en que se produce una llegada y sea t; el instante en que
se produce la siguiente llegada.

Definimos la variable aleatoria § como la distancia t; —ty. Queremos calcular
la funcion de distribucion de §, F(z).

F(z) es la probabilidad de que § < z, pero § < z quiere decir que hay al
menos I llegada entre ¢y i tg + x, y este valor lo conocemos porque, debido a
ser un proceso de Poisson,

by 0
P{0enz} = e*)‘z% =e M

Por tanto,

Fz)=1—e?

Y la funcién de densidad de probabilidad seré:

d

= %F(w) = Xe Mu(z)

f(z)

Es decir, el tiempo entre llegadas consecutivas en un proceso de Poisson es
una variable aleatoria exponencial.

Tiempo medio entre llegadas consecutivas Soélo es necesario calcular la
esperanza de esta variable aleatoria.

o0 o0 1

E(z) = / f(z)dz = / e My = <

0 0 A
5.2 Modelo de servicio de llamadas (Servicio exponencial)
Debido a medidas experimentales, se ha comprobado que el comportamiento del

servicio de llamadas se puede modelar como una variable aleatoria exponencial,
de tasa p. Solo alrededor del origen hay discrepancia.

f(@) = pe " u(a)
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Significado fisico de p

El tiempo medio de duracion del servicio (la duracion de una llamada) se puede
calcular a partir de este modelo mediante su esperanza.

BE(z) = /0 f(z)dz = /0 pe Hrdx = %

Entonces, el inverso de u es el tiempo medio de servicio.

5.3 Procesos de Markov de nacimiento y muerte

El préximo paso serd caracterizar estocasticamente el modelo de pérdidas y el
modelo de espera, por lo que utilizaremos la parte de la teoria de colas corre-
spondiente a los procesos de Markov.

Un sistema se puede modelar a través de un proceso de Markov si éste
presenta un namero finito o infinito de estados (E;) por los cuales va pasando
aleatoriamente, y tiene memoria nula, es decir, no depende del pasado. Cada
estado (E;) tiene asociado una probabilidad de ocurrencia (P;), que querremos
calcular porque nos caracterizara estocisticamente el sistema.

Un proceso de Markov se dice que es de nacimiento y muerte si los saltos
desde un estado (E;) s6lo pueden darse hacia el estado inmediatamente superior
(Eit1) o el estado inmediatamente inferior (E;_1).

Se puede dibujar un diagrama de estados del sistema de la siguiente forma

)\0 )\1 )\2
S AL 7 A 7 A
\@\@v

Hy H H

donde JA; es la tasa de probabilidad de nacimiento en el estado E;, y u; es la
tasa de probabilidad de muerte en el estado F;.

En régimen permanente hay un balance de flujos entrantes y salientes de
cualquier superficie del diagrama de estados. El flujo es el producto de la tasa
de probabilidad y la probabilidad de ocurrencia.

En la superficie Sy,

APy = M1P1

En la superficie Sy,

()\1 + /J1)P1 =N FPo + p2Pe

Y en la superficie S;,
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(>\ +lffz) P, =)\_1P_ 1+llfz+1Pz+1

5.4 Modelo de pérdida puro

Consideremos una poblaciéon infinita que llega a un sistema compuesto por C'
circuitos o canales. La tasa de generaciéon de llamadas es A y la tasa de servicio
de llamadas es pu.

vl

poblacio A 1
09)

2

C

Consideremos un modelo de pérdidas, es decir, una llamada que llegue
cuando el sistema esté saturado, con los C circuitos ocupados, se perderad y
no serd servida. La probabilidad de encontrar el sistema en este estado serd de
gran interés.

Un sistema con estas caracteristicas es un proceso de Markov de nacimiento
y muerto, con A\; = Ay p; = il.

Por tanto, el diagrama de estados sera

@IEIE“ ;:@i“@

Vamos a calcular las probabilidades de ocurrencia P;. Igualaremos flujos por
diferentes superficies.
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En la superficie Sy,

APy = pbPy

ysi A=A p,

A
P, =—-PF = AP,
7

En la superficie Sy,

y desarrollando,

Y en la superficie S¢_1,

A+ (C=1Du)Po—1 = APc—2 + CuPc

y desarrollando,

A AC
PCZEPC—lzﬁPO

Tenemos, pues, P, en funcion de Py, que nos falta calcular
aprovechamos que se ha de cumplir que

entonces,
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C
A? A
=0

y se obtiene,

P 1 1
0= = 7
ETE FERE A

Y, en conclusion,

A™
P,=—"— per0<n<C(C

=

>izo %
Para medir el grado de servicio, calcularemos la probabilidad de bloqueo
(PB). En el caso del modelo de pérdida, corresponde a la probabilidad de pér-

dida (PP).

Como ya hemos apuntado antes, ésta serd la probabilidad de encontrar el
sistema en estado de saturacion, que es equivalente a

e Encontrarlo con los C circuitos ocupados

e Encontrarlo en el estado E¢,

e Si una llamada llega al sistema en este estado, se pierde y no se sirve.

Esta probabilidad es P, y es, por definicion, la probabilidad de pérdida (PP).

AC
cr

—C Aai
Zi:O Kl

Esta es un funciéon de A y C y recibe el nombre de d’Erlangg (A, C).

Po = PP =

ErlangB(A,C) = PC = PP = W

De aqui podemos obtener los diferentes traficos del sistema.
Vamos a calcular el TC. Para esto, como conocemos las probabilidades de

cada estado y sabemos las llamadas que se esté cursando en cada estado, el TC
serd el promedio de las llamadas cursadas a cada estado por la probabilidad de

cada estado.

c c i

. A
TC=0R +1Pi+---+CPc =) jiPi=) il =

i=1 i=1
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= AP, iﬂ—/m Cz:_lA—j—A(l—El (A,C)) = A(1-PP)
= ()i:1 G—1) = ()j:0 ! = riangp(A, =

Para calcular el TO, lo que se hace es calcular el TC de un sistema con los
mismos parametros A y u e infinitos circuitos. Si lo hacéis, hallaréis que TO=A.
A partir de aqui, se puede calcular el trafico perdido TP,

TP=TO-TC=A—-A(1—-PP)=APP = AErlangg(A,C)

De aqui se puede extraer que el TC es la relacion entre la tasa de llamadas
cursadas y la tasa de llamadas servidas

TC =TO(1 - PP) = 2(1 - PP) = ¢
1 1

5.5 Modelo de espera puro

Consideremos una poblacion infinita que llega a un sistema compuesto por C
circuitos o canales. La tasa de generacion de llamada es A y la tasa de servicio
de llamadas es p.

M

poblacio A . 1
©

2

C

Consideremos un modelo de espera, es decir, una llamada que llegue cuando
el sistema esté saturado, con los C circuitos ocupados, esperard a que uno de
los circuitos se vacie para ser servida; en caso de que lleguen mas llamadas y el
sistema esté lleno, éstas se pondran en una cola de capacidad infinita.

Un sistema con estas caracteristicas es un proceso de Markov de nacimiento
y muerte, con A\; = Ay p; =ippara 0<i < Cyu; =Cuparai>C.

A A A A A A A A
QG - & () & &
—— "
K 21 3u U U e}

(G QL
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Vamos a calcular las probabilidades de ocurrencia P;. Igualaremos flujos por
diferentes superficies.

En la superficie Sy,

APy = pP

ysi A=A u,

P =2P, = AR,
7

En la superficie Sy,

()\ + /L)Pl = )\P() + 2/1,P2

y desarrollando,

En la superficie S¢_1,

(/\ + (C - I)M)PC,1 =APo_o+ CuPo

y desarrollando,

En la superficie S¢,

(/\ + CM)PC =APo_1 + CuPosq

y desarrollando,

Fon=Gle=Grah
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En la superficie Scy,

A+ Cp)Poyi = APoti-1 + CuPotivt
y desarrollando,
A AC AT
Poyiy1 = =Poyi=—= (=) P
Chi T gt et T (c) 0

Tenemos, pues, P, en funcion de Py, que nos falta calcular. Para hacerlo,
aprovechamos que se ha de cumplir que

Entonces,

c 2
A AC A A
iéQPi—PO(l-{-A-F?‘{— +F<1+6+<6> +"'>>—1

y se obtiene

1 1
P0: =

2 c i
1+A+4 4. +%f(1+%+(§)+---) Yico 4 T 4T

Y, en conclusién,

= A"'Ac ,parad <n < (C
P — i=0 + C'! C’ A
" (4)"
s s ,para C < n
Codrter ota

Para medir el grado de servicio, calcularemos la probabilidad de bloqueo
(PB). En el caso del modelo de espera, corresponde a la probabilidad de demora
(PD). De la misma manera que antes, nos interesara calcular la probabilidad
de encontrar el sistema en estado de saturacion, que es equivalente a

e Encontrarlo con los C circuitos ocupados

© los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Précticas de teletrafico (J. Alcober) 31

e Encontrarlo en los estados E¢, Ecy1, Ecya, -

e Si una llamada llega al sistema en este estado, se pone a la cola y espera
a que se sirvan todas las llamadas que estén por delante en la cola, y no
se pierde.

Esta probabilidad, por definicion, es la probabilidad de demora (PD).

X AC A\ AC ©
C

PD:P0+P0+1+P0+2+"':Z—' =lo=r=—7
n:CC' c'C-4

Esta es la funcion de A y C y recibe el nombre de Erlang. (A, C).

AC C
ErlangC(AaC):PC+PC+1+PC+2+---:PD:P()am

De aqui podemos obtener los traficos del sistema.

De la misma manera que para el modelo de pérdidas, se puede ver que
TO=A.

Para calcular el TC' haremos como en el modelo de pérdida. Para esto, como
conocemos las probabilidades de cada estado y sabemos las llamadas que se estan
cursando en cada estado, el TC seré el promedio de las llamadas cursadas a cada
estado por la probabilidad de cada estado.

TC=0PR+1P i+ -+ CPc+CPgy1 + CPogo + -+ =

. > Co g % AC /AN C
:i:ZIlPi+ Z CPi:i:ZI’LPOH-F Z CPOU <6> =

i=C+1 i=C+1

C .
Al AC C Py
= AR (;7(i—1)!+ﬁ—C—A> =4p =4

De aqui se puede calcular el trafico perdido TP,

TP=TO-TC=A—-—A=APB=0
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Estos resultados los podriamos haber obtenido inicialmente, puesto que en
un modelo de espera, todo el trafico que se ofrece se cursa. Por tanto, TO =
TC = A.

Igualmente, no se pierde ningun trafico, TP = 0.

También podriamos definir un trafico demorado (T'D) como la parte del
trafico ofrecido que se demora, es decir, que llega al sistema y ha de esperar.

TD=TOPD = AErlang~(A4,C)

5.6 Relacion de Little

La relacién de Little relaciona el tiempo medio de permanencia en un sistema
con la tasa de entrada al sistema y el nimero medio de elementos que hay dentro.

N =W

La relacion de Little sirve para calcular el otro gran pardmetro de medida
del grado de servicio en modelos de espera: el tiempo medio de espera en cola.

En el modelo de pérdidas, el nimero medio de llamadas al sistema coincide
con el nimero medio de circuitos ocupados, es decir, TC. Por tanto,

E _ A(1— Erlangg(A,C)) _1 (1= Erlang (A, C))
lj/ )

=3 by

En el modelo de espera es un poco més complejo, porque hemos de calcular
primero, N el ntimero medio de llamadas al sistema, que sera la suma del niimero
medio de llamadas en cola (Ng) y el nimero medio de llamadas en los circuitos
(N¢) (o sea, el niimero medio de circuitos ocupados).

N:NQ+NC:NQ+TC:NQ+A
Hemos de calcular, por tanto, Ng.

Ng =0Py+ 0Py +---+ 0P +1Pcyy +2Poya + = »_ (i—C)P; =
i=C+1

00 ) AC A i—C AC 00 . A 7
> (=R (5) =Py D (5)
| 2

AC A 1 A
-p_—___ - __-F AC)———
0 A 0(1_%)2 rlange( ’C)C—A
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Entonces,

N = Ng + A = Erlang-(4,0)

Y, aplicando la relacién de Little,

W_E_l Erlang~(A4,C)
AN C—-A
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