15. APLICACION DEL CAMBIO DE PLANO A ENCONTRAR DISTANCIAS

15.1. Distancia entre dos puntos Ay B

La verdadera magnitud de un segmento AB es la longitud dcl segmento que tiene como extremos
los dos puntos A y B dados.

Si el segmento es paralelo a un plano de proyeccion, sc proycctara en verdadera magnitud en este
plano.

Si el segmento esta situado en una situacion oblicua respecto a los dos planos principales de
proyeccion, podremos utilizar cualquiera de las técnicas del sistema diédrico que nos permitan colocar el
segmento cn una posicion favorable para resolver nuestro problema: paralelo a un plano de proyeccion.

Este problema ya ha sido resuelto en apartados antcriorcs, por ¢jemplo, mediante las técnicas del
cambio de plano de proyeccion o del giro.

Es preciso obsevar que sicmpre que hablamos de «distancia» nos referimos a la distancia minima.

15.2. Distancia entre punto y plano

La distanciad entre un punto P y un plano definidos previamente scra cl scgmento PQ contenido en
la recta perpendicular al plano que pasa por P, donde el punto Q es el punto de interseccion de la mencionada
rceta con el plano dado. Existen diversas formas de obtener esta distancia, pero nuestra propuesta es ir a
buscar la posicion favorable del plano que nos permita encontrar comodamente el segmento PQ.
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Distancia entre un punto y un plano proyectante

Supongamos dadas las proyecciones diédricas principales de un triangulo de vértices ABC que nos
definen un plano proyectante vertical, y un punto P exterior a este plano. Cuando el plano es proyectante
vertical (o sea de canto), la recta perpendicular a este plano sera frontal y el punto Q de interseccién sc
encontrara dircctamentc ¢n la proyeccion vertical.
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La posicion espacial de la distancia entre P y el plano definido por ABC queda determinada por las
proyecciones diédricas del segmento PQ: d, y d,.

La verdadera magnitud de esta distancia scra la proycccion vertical del segmento PQ: P,Q; = d,.
Obsérvese que la distancia entre un punto y el plano proyectante se ha encontrado directamente en
proyeccioncs principales. Un plano proyectante se encuentra por lo tanto en una posicion favorable que

nos permite resolver mas facilmente algunos de los problemas que se nos plantcan, que cn otra posicion
podrian ser de resolucion mas compleja.
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Si el plano definido por ABC estuviese situado en posicion perpendicular al plano horizontal (plano
proyectante horizontal), el problema de distancia punto-planc se resolveria de manera similar:
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La posicion espacial del segmenio distancia esta
dada por d, y d,, mientras que ahora serd d, la
verdadera magnitud.

En el caso de que ABC definiera un plano paralelo a uno de los de proyeccion - por ejemplo, plano
horizontal - ¢l segmento distancia seria perpendicular a este plano de proyeccion:
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Si el plano definido por ABC fuera de perfil, el segmento distancia seria paralelo a los dos planos de
proyeccidn y, por lo tanto, la distancia se proyectaria en verdadera magnitud tanto en el plano horizontal
como en el vertical de proyeccidn.

d, d,: posicion espacial del ssgmento
distancia

d, = d, : verdadera magnitud de la
distancia
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Distancia de un punto P a un plano oblicuo ABC

La posicidn favorable para obtener la distancia entre un punto y un plano es cuando el plano se
encuentra en posicion perpendicular a uno de los planos de proyeccidn (posicién de plano proyectante).
Mediante un tinico cambio de plano de proyeccién podemos convertir cualquier plano oblicuo en plano
proyectante.
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Supongamos, por ejemplo, que nos
dan las proyecciones diédricas principales B2
horizontales y verticales de tres puntosABC
que nos definen un plano oblicuo: A; B; Cy,
A; B; C;. Supongamos dadas también las
proyecciones principales del punto P: Py,
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Para la resolucién se ha
B, tomado una recta horizontal h
(proyeccionesh, y h,) del plano
ABC y a continuacién se ha
realizado el cambio de plano
hy vertical que permita colocar la
) rectah como recta de punta (hy):
Ay el plano ABC queda proyec-
tante (A 4B4C4 de canto, o sea,
perpendicular al nuevo plano
/ B, ' vertical de proyeccidn).
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Después de proyectar el punto P en este nucvo plano de proyeccion (Py), encontrarcmos el segmento
distancia en esta posicion favorable: verdadera magnitud dy= P4 Q4. A continuacion podemos encontrar la
proyeccion horizontal Q, si sabemos que los puntos Py Q cstaran a la misma distancia del nuevo plano
vertical de proyeccion. Finalmente, deshaciendo ¢l cambio de plano, obtendremos la proyeccién Q.

PV

Posicion espacial de la distancia entre
el punto P y el plano determinado por
ABC: estd dado por las proyecciones
principales del segmento PQ: d, y d, .

El mismo problema podria resolverse convirtiendo el plano ABC en plano proyectante horizontal,
si se realiza el cambio adecuado de plano horizontal. Obviamente, ¢l resultado, tanto en lo que se refiere a
la verdadera magnitud, como a la posicion del segmento distancia, seria idéntico.

Como caso particular, si el plano oblicuo fuera paralelo a la linea de tierra, o sea, si se tratase de un
plano proyectante de perfil, se resolveria de forma similar.

Podriamos, en este caso, utilizar por ejemplo la tercera proyeccion, o sea, la proyeccion en un plano
de perfil, en el cual se podria observar el plano como proycctante. El scgmento distancia en este caso seria
un segmento de perfil.
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P,Q;=d; y P;QQ;=d; son las proyecciones principales que nos daran la pesicion espacial del
segmento, mientras que P3Q; = d; es la verdadera magnitud.
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15.3. Distancia entre plano y recta paralelos

La distancia entre un plano
y unarecta que sean paralelos entre
si es exactamente la misma que
entre un punto cualquiera de esta
recta y el plano. Por lo tanto, dadas
la recta r y el plano, tomaremos
un punto P cualquiera de la recta
r y buscaremos la distancia entre
este punto y el plano, problema
que ya ha sido resuelto en un
apartado anterior.

Como ejemplo ilustrativo, seguidamente se ha encontrado la distancia entre la recta r y el plano
proyectante horizontal definido por ABC.
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2 d, d,: posicion espacial del segmento distancia para el
punto P elegido
d,: verdadera magnitud de la distancia
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En el caso gencral de que el plano definido por ABC fuera oblicuo, podriamos convertir el plano en
proyectante para encontrarnos en una posicion similar a la anterior.

d, d,: posicion espacial del segmento
distancia

d,: verdadera magnitud de la distancia
Ay

B Bs
En este caso se ha optado por

convertir ¢l plano ABC en plano de

o N canto, como posicion favorable.

15.4. Distancia entre dos planos paralelos

La distancia entre dos planos paralelos oL y B es la misma que la distancia entre un punto cualquiera
de uno de los planos (por ejemplo, el punto P que pertenece a ) y el otro plano.

La resolucion del problema
distancia punto-plano, ya planteada
y resuelta en apartados anteriores,
permite obviar la resolucion del
problema de la distancia plano-
plano, ya que un problema queda
reducido al otro con la indicacion
anteriormente apuntada.

La posicién favorable mas
conveniente para observar la
verdadera magnitud de la distancia
entre dos planos paralelos es aquella
en la que los dos planos son
proyectantes.
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15.5. Distancia entre punto y recta

La distancia d cntre un punto P y una recta r dados es el segmento PQ, perpendicular a la recta r,
donde Q es un punto de la recta r y P es el punto dado.

Asi pues, la distancia d que buscamos debe estar contenida en un plano @ que conticne el punto Py
es perpendicular a r.

Observacion: Una recta r y un punto P que no le pertenece definen siempre un plano B. La distancia
d cntre el punto P y la recta r estard también contenida en el plano B. Cualquicr método que nos permita

encontrar la verdadera magnitud del plano B (abatimiento, cambios de plano de proyeccién, giros...),
también nos permitird encontrar la distancia d.

[XIZ
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Distancia entre un punto P y una recta h horizontal

Al estar la distanciad contenida en un plano
o perpendicular a la recta horizontal h, este plano
debe ser proyectante horizontal. Si realizamos un
cambio de plano vertical de proyeccidn,
perpendicular a la recta h, este plano lo
observaremos en verdadera magnitud, y por lo
tanto, podremos encontrar dy4, que es la verdadera
magnitud de la distancia. Si pasamos el punto Q a
las proyecciones principales, encontraremos las
proyecciones principales del segmento distancia,
que nos dan la posicién: d; y d,.

94 sistema diédrico

Datos: las proyecciones
principales, horizontales y
verticales, de una recta h
(hy,hy) y de un punto P(P¢,P,).
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Se pide la distanciad en
verdadera magnitud y posicién

Ps entre el punto P y la recta h.
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Distancia entre un punto P y una recta frontal f

En el caso de distancia entrc un punto P y una recta f (proyeccioncs principales dadas, P1,P; y f,f,),
sera sencillo scguir un razonamiento idéntico al que se ha seguido para encontrar la distancia entre una
recta horizontal y un punto.

En este caso, se ha rcalizado un cambio de plano horizontal, perpendicular a la recta f, que nos ha
permitido encontrar la verdadera magnitud ds de la distancia. Si encontramos las proyecciones principales
del punto Q, también determinamos la posicion espacial de la distancia que buscabamos: d; y d,.
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Distancia entre un punto P y una recta perpendicular al plano de perfil

"2

ds Este caso no es mas que un caso particular
de los dos anteriores, ya que la recta dada

Py

ol

n

&r3  es a la vez horizontal y frontal. Si
proycctamos en un plano de perfil
tendremos la distancia d; en verdadera
magnitud. Las proyecciones diédricas
principales d;y d, nos dan la posicion
espacial del scgmento distancia, que en este
caso ¢s de perfil.

Distancia entre un punto P y una recta r oblicua (caso general)

Datos: Las proyecciones principales de la recta r y del punto P: ri,ry, Py, Py.
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Se¢ han tomado dos puntos auxiliares de la recta r, A y B, para realizar los cambios de plano de
proyeccion que nos permitan obtener la posicion favorable de la recta r perpendicular a un plano de

proyeccion.
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Si pasamos el punto Q a las proyecciones principales encontraremos la posicion espacial del segmento
distancia: proyccciones d; y d,.

'7 2

Zp A;

15.6. Distancia entre dos rectas

La distancia d entre dos rectas r y s cualesquiera es siempre un segmento PQ perpendicular,
simultaneamente, a las dos rectas.

Distancia entre dos rectas paralelas entre si
Las formas de resolver el problema de encontrar la distancia entre dos rectas paralelas son diversas:

- Puesto que dos rectas paralclas definen un plano, cualquier método que nos permita encontrar la
verdadera magnitud de este plano - abatimiento, cambios de plano o giros - nos permitira encontrar la
distancia.

- La distancia cntrc dos rectas paralelas es la misma que la de un punto cualquiera P de una de las

rectas s a la otra recta r. El problema, por lo tanto, puede quedar reducido a la distancia punto-recta, ya
tratado.

- Si colocamos las rectas perpendicularmente a un plano de proyeccidn, el segmento distancia se
proyectara en verdadera magnitud en este plano de proyeccion.
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Hemos optado por esta tereera forma de resolver el problema ya que la posicion de recta perpendicular

a un plano de proyeccion es la mas favorable para encontrar la distancia entre dos rectas, incluso cuando
las rectas no son paralelas.

1. Cuando son perpendiculares a un plano de proyeccion

En este caso, la distancia se proyecta cn verdadera magnitud en el plano en el cual las rectas son
perpendiculares.

Por ejemplo, si suponemos dos rectas verticales r y s, la posicion espacial de la distancia viene dada
por las proyecciones dié¢dricas d;=CD; y d,=C,D,. Uno de los dos puntos (C o D) se ha elegido
arbitrariamente ¢n una de las dos rectas y el otro viene impuesto por la posicion del primcro. La verdadera
magnitud de la distancia sera d;.
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2. Cuando son paralelas a un plano de proycccion

Mediante un unico
cambio de plano de proycccion
podemos obtener las rectas
posicionadas perpendicular- G
mente al nuevo plano, caso ya
cstudiado.

Por ejemplo:
Datos: Las proyecciones i g G

principales de dos rectas
horizontales paralelas entre si:

h(hy,hy) y g(g1,22)- he s

Distancia solucion: Verdadera magnitud dg4; posicion dy, d,.
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3. Cuando son oblicuas

Si las dos rectas paralelas entre si estdn situadas en una posicion oblicua respecto a los dos planos de

proyeccidn, para obtener la posicion de rectas perpendiculares a un plano dc proyeccion necesitaremos
dos cambios de plano.

Datos: Las proyecciones diédricas
principales de dos rectas paralclas:
r(r,rz) y s(s1,82).

Distancia solucion: Verdadera magnitud
ds; posicion dy, d,.

BsFs
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rsCs
Asts
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Distancia entre dos rectas que se cruzan

Se ha dicho anteriormente que la distancia d entre dos rectas r y s cualesquiera siempre es un
segmento PQ perpendicular simultineamente a las dos rectas.

Por tanto, ¢l segmento distancia d estara contenido en un plano o perpendicular a una de las rcctas
r y, simultineamente, en otro plano B perpendicular a la otra recta s.

Generalmente, aprovecharemos el hecho de que la posicion favorable de una de las rectas
perpendicular al plano de proyeccion nos permite ver la verdadera magnitud de la distancia entre las dos
rectas y ademas nos permite encontrar los extremos del segmento distancia.
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Plono Las planojde proyeccion
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/ +
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I. Cuando una de ellas es perpendicular a un plano de proyeccion
Datos: las proyecciones diédricas de las rectas r y s: ry,r; y 81,8;.

Esta cs la posicion favorable que nos permite obtener directamente la verdadera magnitud del
segmento distancia (en este caso d,). Las proyecciones de la distancia, en su posicion espacial, sond;=A;B;
y d;=A,;B,. Observamos que la proyeccion s; es perpendicular a d,, cn virtud del teorema de las tres
perpendiculares.

f2

]
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2. Cuando una de ellas es paralela a un plano de proyeccion

Az 6) B

E2

Fa

Datos: Las rectas r y s, de
proyecciones principalesry, r y sy,
s;. La recta r cs paralela al plano
horizontal de proyeccion.

Distancia solucion: Posi-
cion dy,d,; verdadera magnitud d,.

Mediante el cambio de plano
vertical adecuado obtecnemos la
posicion favorable de la recta r
perpendicular al nuevo plano.
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3. Cuando son oblicuas (caso general)

Datos: Las proyecciones principales de las rectas oblicuas que se cruzan: r(ry,ry), s(51,52).
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Resolucion

Tomamos dos puntos de la recta
r (A,B) y dos puntos de larecta s
(C,D) para facilitar la medida de
coordenadas relativas cuando
cfectuamos los cambios de plano
de proyeccion.

Se toma una de las rectas para
realizar los cambios de plano
nccesarios para colocarla perpen-
dicular a un plano de proyeccion.
En este caso, se ha tomado la recta
r,y se han realizado los dos cam-
bios de plano: un primero vertical
(subindice 4) y un segundo
horizontal (subindice 5).

Solucién: Verdadera magnitud de
la distancia ds=P5Qs.

Posicion: Proyecciones prin-
cipales: d;=P,Q;, d,=P,Q;.



16. MEDIDA DE ANGULOS

16.1. Problemas directos y problemas inversos

Problemas directos de angulos: Entcndemos como problema directo de angulos aquel tipo de
problema en el que sc trata de encontrar la verdadera magnitud y/o posicion del dngulo o angulos que
forman entre si elementos dados (rectas, planos, rectas y planos...).

Problemas inversos de angulos: Entendemos como problema inverso de angulos aquel tipo de
problema en el que el dato o los datos son angulos y las incognitas son elementos que forman entre si estos
angulos.

A mcnudo nos encontramos con problemas directos, en los que es necesario medir el angulo que
forman entre si los elementos que nos dan.

No obstante, suelen tener mas aplicacion practica los problemas denominados inversos, en los que
cs necesario determinar los elementos que forman entre si unos angulos que nos son dados. A menudo nos
encontraremos con mas dificultades en este tipo de problemas, y es conveniente conocer métodos especificos
que nos permitan resolver cada caso particular de la forma mas simple posible. En esta publicaciéon no
resolveremos los multiples casos particulares de problemas inversos.

La intencién de este capitulo es solamente dar algunas ideas respecto a la posicion favorable que
nos permite encontrar los dngulos cn los casos de problemas directos.

16.2. Angulo entre dos rectas que se cortan

Cuando dos rectas r y s se cortan, determinan un plano P. Una posicion favorable que nos permita
ver la verdadera magnitud de este plano P también nos permitira ver la verdadera magnitud del angulo
entre estas dos rectas.

Se trata, por lo tanto, dc obtener mediante giros, cambios de plano o abatimientos, para el plano P
determinado por r y s, aquella posicién favorable del plano P de manera que quede paralelo a uno de los de
proyeccion.

Seguidamentc, sc muestra con un ejemplo como encontrar el angulo entre dos rectas r y s cualesquiera
mediante cambios de plano.
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Rectas que se cruzan

Cuando dos rectas r y s se cruzan en el espacio, haremos pasar por un punto A cualquicra de una de
ellas (por ejemplo, de la recta r) una recta auxiliar t que sea paralcla a la otra recta, s. El angulo que forman
las rectas r v s es el mismo que el angulo que forman las rectas r y t, que se cortan en un punto A. El
problema queda, por tanto, reducido al caso anterior de angulo entre dos rectas que se cortan.

Si las dos rectas dadas, r y s - que se cruzan - son paralelas a uno de los planos de proyeccion, el
angulo que forman r y s se proyecta en verdadera magnitud en este plano, y en este caso no sera necesario
hacer uso de una tercera recta t auxiliar.

Plano de proyeccién
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16.3. Angulo entre recta y plano

El angulo & que forman entre si un plano P y una recta r es el que forma la recta r con su proyeccién
ortogonal sobre el plano P (recta r°).

El problema queda, por lo tanto, reducido a encontrar el angulo entre dos rectas que se cortan, cosa
que ya ha sido comentada anteriormente.

También podemos observar que las rectas r, ¥’ y t son coplanarias.

r = recta dada

r’= proycccidn ortogonal de la recta r sobre el plano P

t = recta perpendicular al plano P, que corta a la recta r en un punto Q cualquiera.

1QT es un tridngulo rectangulo. Si s6lo debemos determinar el angulo en verdadera magnitud, en
muchos casos pucdc scr mas comodo determinarlo indirectamente a partir de su complementario B
(a+P=90°); por ejemplo, realizando un abatimiento del plano determinado porty r.

En el sistema diédrico, una posicion favorable para encontrar el angulo en verdadera magnitud cs
aquella en la que las dos rectas r y r” son paralelas a un plano de proyeccion. Nos encontraremos en esta
situacién cuando cl plano P sca perpendicular a uno de los planos de proyeccion y, ademas, la recta r sea
paralela a este mismo plano de proyeccion.
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Caso particular de plano paralelo a uno de los planos de proyeccién:

Si giramos una recta
alrededor de un eje perpendicular a
un plano, el dngulo & que forma la
recta r con el plano no se modifica.
Por lo tanto, si el plano dado es
paralelo a uno de los planos de
proyeccién el giro es inmediato, y el
dngulo se encuentra ficilmente. En
el ejemplo que proponemos es muy
comodo colocar la recta en posicién
frontal, lo cual nos permite observar
el dngulo o en verdadera magnitud.

C1

Bi
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16.4. Angulo entre dos planos

El angulo o entre dos planos P y Q también lo podemos reducir al caso de dngulo entre dos rectas
que se cortan:

- Sea i la recta de interseccion entre los dos planos dados P y Q.

- Sea K un punto cualquicra que pertenece a la recta i.

- Sca m la recta que pertenece al plano P y que es perpendicular a la recta i.

- Sea n la recta que pertenece al plano Q y quc cs perpendicular a la recta i.

Se han elegido m, n y K coplanarios, para poder facilitar la comprension.

- Bl d4ngulo entre los planos P y Q es el mismo angulo que forman las rcctas m y n.

Si estudiamos la geometria del cuadrilatero formado por los puntos M, N, O v K de la figura
observaremos que los triangulos OMK y ONK son rectangulos y que, por tanto, los angulos oy B son
suplementarios (o+f=180°).

Este hecho permite encontrar la verdadera magnitud del angulo o indirectamente, después de encontrar
su angulo suplementario B: trazamos por un punto O exterior una recta perpendicular a cada plano Py Q.
Obtendremos, por lo tanto, dos rectas, r y s, que forman el angulo B, la verdadera magnitud del cual se
puede encontrar facilmente (por ejemplo, mediante un abatimiento del plano determinado por r y s).
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En el sistema diédrico, una posicion favorable que nos permite ver el dngulo o, que forman los dos
planos dados P y Q en verdadera magnitud es aquella cn la cual la recta i (interseccion de Py Q) es
perpendicular a un plano de proyeccion, ya que ¢l plano determinado por las rectas m y n (dcfinidas
anteriormente) se proyectard en verdadera magnitud en este plano de proyeccion por ¢l hecho de ser
paralelo a él.

En este ejemplo, podemos ver claramentc que también podriamos tomar como angulo cntre dos
planos el angulo B, suplementario de a.

Ci

Bi
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17. REFLEXION SOBRE LOS METODOS DEL SISTEMA DIEDRICO

Problemas de distancias, angulos, paralelismo, perpendicularidad... pueden resolverse mas
comodamente si los planos y/o rectas estan cn una posicion favorable. En los capitulos precedentes se ha
utilizado mayoritariamentc cl cambio de plano de proyeccion para llegar a esta posicion que facilite la
resolucidn de los problemas planteados.

Se ha elegido la técnica del cambio dc plano porque es potente, simple y util, permite una gran
pulcritud cn los dibujos... Pero, es necesario insistir en el hecho de que cualquier posicion favorable obtenida
por cambios de plano de proyeccion se podria obtener mediante giros.

Sc trata dc una cuestion muy simple: para obtener una posicién concreta del objeto desde ¢l punto
dc vista del observador, tenemos dos alternativas: o bien se mueve el objeto (giros), o bicn se mueve el
observador (cambios de plano).

Las dos técnicas son igualmente correctas y los resultados que de obtienen de ellas equivalentes. El
hecho de elegir una u otra técnica depende de habitos personales del usuario del sistema diédrico de
representacion, aunque recomendamos cl uso del cambio de plano de proyeccion.

Es muy conveniente, de todas formas, conocer el funcionamiento de las técnicas del giro y el
abatimiento, que son de uso recomendable en aquellos casos que nos faciliten la resolucion de los problemas
planteados mediante construcciones mas simplcs.

El abatimiento es muy 1til cuando se trata de resolver problemas geométricos entre los elementos
contenidos en un plano oblicuo, ya que un sélo el movimicnto nos permite observar cl plano en verdadera
magnitud.

El abatimiento no es mas que un caso particular de giro, y este hecho no sc debe olvidarse, sobre

todo si intentamos relacionar elementos contenidos en cl plano que se ha abatido con otros elementos que
no pertenecen a este plano.
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