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9 Trabajo y potencia en maquinas

La energia que aparece en todos los 4ambitos de la fisica: mecdnica, electricidad, fisicoquimica, etc., es
un nexo de unién entre estos y otros campos como la economia y el medio ambiente.

La relacién de una maquina con el entorno se puede concretar en dos puntos: la tarea que realiza, que
comporta una manipulacién mecdnica del entorno, y un balance energético, que se realiza
contabilizando: a) energia suministrada, b) energia util para la realizacién de la tarea encomendada, ¢)
energia disipada en las resistencias pasivas necesaria pero no aprovechable y d) energia mecdnica de
la maquina, cinética mas potencial.

La energia suministrada puede provenir de diferentes fuentes —electricidad, combustibles, viento, etc.
La energia disipada usualmente lo es en forma de calor y la energia util puede serlo para realizar

tareas diferentes: deformar materiales en una prensa, comprimir un gas en un compresor, mover un
generador eléctrico en un aerogenerador, etc.

9.1 Teorema de la energia

El teorema de la energia aplicado a un sistema mecdnico plantea el balance siguiente entre dos estados
mecanicos 1 y 2:

AE T =Y wi

donde AE_]? es la variacion de la energia cinética y X W ]2 es el trabajo realizado por todas las
fuerzas, tanto exteriores aplicadas sobre el sistema como interiores a €l.

Calculo de la energia cinética. La energia cinética es la magnitud aditiva
1 2
E, :EZm(P)v (P)
donde m(P) es la masa de la particula P y v(P) es su velocidad. Para calcularla se ha de sumar la
energia cinética de todos los componentes del sistema. Para un sistema multisélido formado por un

conjunto de N miembros, enlazados o no, la energia cinética se calcula, teniendo en cuenta su
aditividad y la descomposicion baricéntrica, segin la expresion:
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N N
15
EC - g(Ecitraslaci()n + Ecirotacién ) - E(Emiv (Gl) + ECRTGi )
1=

i=1

donde v(G;) es la velocidad del centro de inercia de cada miembro y E_p1q; €s la energia cinética de
cada miembro en la referencia que se traslada con su centro de inercia —energia cinética de rotacién. Si
el miembro es un sélido rigido, su energia cinética de rotacion se calcula con la expresion:

1

ECRTG[ Y

a);F[IGi ]wi

siendo w; la velocidad angular e I; el tensor de inercia respecto al centro de inercia. Para sélidos con
movimiento plano, esta expresién se calcula de forma simplificada como E_grg; = +1g w?, donde I
es el momento de inercia en G para la direccién perpendicular al plano del movimiento.

Calculo del trabajo. El trabajo hecho por una fuerza F(P) aplicada en un punto P es

2 2
Wi = [F(P)-ds(P) = [ F(P)-v(P)dr
1 1

La primera integral es a lo largo de la trayectoria que P recorre para ir de la posicion 1 ala 2 y la
segunda es a lo largo del tiempo gastado para ir de 1 a 2.

Ejemplo 9.1 El rodillo de la figura 9.1 parte del reposo y, arrastrado por la fuerza horizontal F
constante, gira sin deslizar sobre el plano horizontal. Su energia cinética es

)
1 1 1 m, 1
E. :—m(w;’)2+—IGw2 :—(mr2+IG)w2 / N
2 2 2 F
Q22—
y el incremento de energia cinética desde el estado inicial es
tv 7

1
AE. ] = E(mr2 +1g)w?

. . . , Fig. 9.1 Rodillo
De las fuerzas que actdan sobre el rodillo, sélo F hace trabajo

2
W]? = j Fds(G) = FAs
1

siendo As el camino recorrido por el centro del rodillo. El peso mg no hace trabajo, ya que en todo
instante es perpendicular a la velocidad de G, mgv(G) =0 y las fuerzas de enlace en el punto de
contacto J tampoco, ya que estdn aplicadas en cada instante a un punto de velocidad nula —el rodillo
no desliza.

Entonces el teorema de la energia establece que

L5 21 I, 2
FAs=—(mr- +1s)w” =—(m+—-)v
S G’ =2 m+-9)
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Energia mecanica. Si en el teorema de la energia se hace la distincion entre fuerzas que deriven de
potencial —conservativas— y fuerzas no conservativas, y el trabajo hecho por las primeras se escribe
como W, = —AEP]Z, donde Ep es su energia potencial, se obtiene

AE,]

2 ? f P A =W ]

]=—AEP]1+WHC]12 - AME +Ep)] =W,]

La suma E_ + Ep = E —energia mecénica del sistema— es funcién tunicamente del estado mecénico del
sistema, de las posiciones, por lo que se refiere a la energia potencial, y de las posiciones y
velocidades, por lo que se refiere a la energia cinética. W, —trabajo de las fuerzas no conservativas—
no es funcién del estado mecédnico del sistema y se puede interpretar como el incremento de la energia
mecénica causado tanto por los fendmenos mecdnicos como por los no mecdnicos que intervienen en
la evolucién del sistema al pasar del estado 1 al 2. Entonces, los fendmenos no mecédnicos —en los que
intervienen magnitudes diferentes de masa, espacio y tiempo— se manifiestan en el contexto de la
mecdnica como fuerzas no conservativas que realizan un trabajo asociado a la energia que
intercambian. Asi, por ejemplo, en un motor eléctrico la interaccidn eléctrica entre el estator y el rotor
se manifiesta en la mecdnica como el par motor que realiza un trabajo funcién de la energia eléctrica
suministrada al motor.

Eleccion del sistema. Al aplicar el teorema de la energia, como en todo andlisis dindmico, se ha de
poner mucha atencién en la definicion del sistema que se estudia y especificar correctamente tanto el
contenido como la interaccién con el exterior. El contenido interviene en el célculo de la energia
cinética y del trabajo de las fuerzas interiores, como también en el de las fuerzas de inercia si la
referencia de estudio no es galileana. La interaccion con el exterior interviene en el calculo del trabajo
de las fuerzas exteriores y de la energfa intercambiada.

9.2 Principio de conservacion de la energia

El principio de conservacion de la energia establece, para toda evolucién de un sistema entre dos
estados,

Energia = energia + energia

recibida del exterior cedida al exterior acumulada en el interior

Por ejemplo, en una maquina equipada con un motor eléctrico (Fig. 9.2), el principio de conservacién
de la energia aplicado al sistema formado por la maquina mas el motor se puede expresar como

E AE

AE

+AE

eléctrica suministrada = mmot. T AE m méq. térmica mot. T

9.n
térmica magq. + Edissipada mot. T Edissipada maq. +E util
ya que al sistema se le suministra energia eléctrica, que se convierte en energia mecdnica —por
ejemplo, cinética— y en otras —por ejemplo, térmica, a causa de las resistencias pasivas. Parte de esta
energfa térmica puede permanecer en el sistema y aumentar su temperatura —AE, y parte es
liberada al exterior —E;gnada-

érmica

Ya que la experiencia pone de manifiesto que un motor eléctrico s6lo es capaz de transformar una
parte de la energia eléctrica que se le suministra en energia mecdnica, en forma de trabajo W, —
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hecho por el par que el eje hace sobre el exterior, el principio de la conservacién de la energia
aplicado al sistema motor (Fig. 9.3) se puede escribir como

Eclsctrica suministrada = Wiotor + AE, mot. T AE térmica mot. T Edissipada en el motor 9.2)
S Sistema ———-——
AEtérmica mot. AEtérmica méq. |
|
m mot. AEm méq. :
|
|

I

I

I

| AE
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N
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|
|

E disipada mot. E disipada maq.

Fig. 9.2 Flujos de energia en un sistema formado por una mdquina y un motor
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Fig. 9.3 Flujos de energia considerando como sistema al motor

Entonces, igualando ambas ecuaciones 9.1 y 9.2 y reagrupando se obtiene
Wmotor = AEm méq. + AEtérmica méq. + Edissipada méq. + Elitil 9.3)

La expresion 9.3 se puede escribir directamente considerando el sistema maquina (Fig. 9.4).
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|
: AE térmica magq. |
| |
: /\ AE m méq. :
I ‘{} :

> ~ -
Motor Miquina
M

Edisipada méq.
Fig. 9.4 Flujos de energia considerando como sistema la mdaquina

En el dmbito de las méquinas, se ha de pensar que el teorema de la energia es una aplicacion del

principio de la conservacion de la energia, de manera que:

— Al utilizar el teorema de la energia no se han de incluir necesariamente todos los fenémenos no
mecdnicos a través del trabajo hecho por las fuerzas no conservativas, sino que todos o algunos se
pueden incluir directamente a través de la energia que tienen asociada.

— En el principio de la conservacion de la energia, una parte de la energia almacenada puede ser
mecénica en forma de energia cinética y/o potencial y una parte de la energia intercambiada puede
ser mecénica, en forma de trabajo hecho por fuerzas.

Asi, por ejemplo, en un motor de combustién interna el principio de la conservacién de la energia
establece:

E combustible = AE, + AEtérmica + Edisipada +Whotor

expresion que se puede reescribir aplicando el teorema de la energia.

AE,=E W, AE

combustible +querzas conservativas ~ "'motor térmica — Edisipada

9.3 Version diferencial del teorema de la energia

Frecuentemente es util expresar el teorema de la energia en version diferencial

E,= Z P, donde P =W es la potencia asociada a cada una de las fuerzas.

Para un sélido rigido, la derivada temporal de la energia cinética es

E, = %vaz(G) +%wT -[IG]-a)) =mv(G)-a(G)+([Ig] w) @

De nuevo, la derivada de la energia cinética asociada a la rotacion se calcula de forma simplificada
para un sélido con movimiento plano como I w .
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Calculo de la potencia. La potencia asociada a una fuerza F(P) aplicada en un punto P es
P =F(P)-v(P), donde v(P) es la velocidad de P.

La potencia asociada a un sistema de fuerzas que actian sobre un sélido rigido y caracterizadas
mediante su torsor en el punto O —fuerza resultante F' y momento resultante M(O)- es, tal como se
demuestra en el capitulo 8,

P=F-v(O)+M©O) w

En maquinas con funcionamiento ciclico, se acostumbra a trabajar con magnitudes medias en un ciclo.
Asi, por ejemplo, la potencia de un motor —magnitud caracteristica de todos los motores— es la
potencia media a lo largo de un ciclo.

En sistemas de un grado de libertad y sin resistencias pasivas que dependan de las fuerzas de enlace,
la aplicacién de esta version del teorema de la energia da la ecuacion del movimiento —es totalmente
equivalente a aplicar el método de las potencias virtuales con un movimiento virtual compatible con
los enlaces. Si en lugar de aplicar esta version del teorema de la energia, se aplica la version integrada,
se obtiene una integral primera de la ecuacion del movimiento.

Ejemplo 9.2 En el rodillo del ejemplo 9.1 la derivada de la energia cinética es E, = (mr2 +Ig)wa y
la potencia asociada a la fuerza es P = F-v(G) = F wr de manera que la aplicaciéon de la version
diferencial del teorema de la energia lleva a la ecuacion

Fr= (mr2 +1g)a

Esta expresion es, de hecho, una ecuacién diferencial de segundo orden en la coordenada ¢ que
describe el dngulo girado por el rodillo, $ = « . Por lo tanto, es la ecuacién del movimiento del rodillo.
La ecuacién encontrada en el ejemplo 9.1 es una ecuacién diferencial de primer orden en ¢, ya que
As=¢ry

1
Fr= E(er +1g)¢

La equivalencia entre el teorema de la energia y el principio de la conservacion de la energia es vélida,
evidentemente, en version diferencial.

9.4 Rendimiento

En una maquina o subconjunto —reductor, motor, etc.— se define el rendimiento 1 como el cociente
entre la potencia considerada util y la potencia suministrada:

n = Pl

P,

suministrada

Para un periodo determinado de funcionamiento entre dos estados 1 y 2, el rendimiento medio es
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2

Egall;

n :—2
E

suministrada]l

En un motor eléctrico, considerando la potencia eléctrica como suministrada y la potencia mecénica
como util, el rendimiento electromecanico es

P ..
_ _“'mecénica del motor , donde P

M electromecdnico = P mecanica del motor
eléctrica suministrada

=T

motor % motor

y el rendimiento mecédnico de la mdquina que acciona si, por ejemplo, es un elevador, es

_ AEp carga
M mecéanico = W
motor

Asi, el rendimiento global del elevador, calculado a partir de la energia eléctrica suministrada y el
trabajo util realizado es

AE

p carga

n= £
eléctrica suministrada

En ocasiones, y segtin la definicion que se haga, el rendimiento de una médquina puede ser superior a

1; este es el caso de una bomba de calor si el rendimiento se define como

E'¢rmica suministrada por la bomba

E

Tbomba =

eléctrica consumida

En otros casos, el rendimiento puede ser nulo; por ejemplo, en un vehiculo que sale de un punto
(estado 1) y retorna al punto de partida (estado 2), si se define el rendimiento

)
1 vehiculo = 2
E combustible consumido ]1

Las resistencias pasivas de las mdquinas, que se oponen a sus movimientos, son una de las causas
principales del rendimiento no unitario de éstas y estdn causadas por fenémenos diversos:

— Friccién entre las superficies de contacto en los enlaces.

— Histéresis en la deformacién de los sélidos.

— Viscosidad en el movimiento de fluidos —lubricantes, refrigerantes, etc.

— Avance de sélidos dentro de fluidos —resistencias aerodinamicas, etc.

Todas ellas se describen con modelos adecuados. Asi, por ejemplo, para la friccién entre superficies
secas se utiliza el modelo de roce seco de Coulomb vy las resistencias pasivas que ocasiona son funcién
de las fuerzas y/o los momentos que actian sobre la maquina —carga de la maquina—, ya que estas
modifican las fuerzas de enlace y, como consecuencia de esto, las fuerzas tangenciales. Las
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resistencias pasivas también pueden ser funcién de la velocidad; este es el caso, por ejemplo, de las
resistencias aerodindmicas proporcionales al cuadrado de la velocidad del s6lido respecto al fluido.

Las resistencias pasivas realizan un trabajo negativo que corresponde a potencia no util Prp, pero que
es necesario suministrar a la maquina para que funcione. En una miquina en que toda la potencia
perdida se pueda considerar asociada a resistencias pasivas, se puede escribir la relacién

n = Pyt _ Fsum. = Prp _q- Fyp
Psum. I)Sum. I)Sum.

El rendimiento de una mdquina, igual que las resistencias pasivas, puede depender de su carga y de su
velocidad. Evidentemente, la dependencia no serd la misma.

Asi, por ejemplo, en una mdquina accionada por un motor de par I' | y velocidad w_, que funciona en
régimen estacionario, si se expresa la potencia disipada en funcidén de las resistencias pasivas
reducidas al eje del motor Frp (ver apartado 9.5) se puede escribir

Prp ==mFym, =A-Mlywy = Frpwm
(1-mly, =T

Si se toma la hipétesis de que el rendimiento es independiente de la carga —el par motor es funcién
directa de esta—, las resistencias pasivas crecen con ella. Si la hipdtesis que se hace es que las
resistencias pasivas son independientes de la carga, entonces el rendimiento aumenta a medida que lo
hace la carga.

Si las hip6tesis anteriores no se ajustan suficientemente a la realidad o la maquina no estd en régimen
estacionario, se puede prever la utilizacion de un rendimiento funcién de la velocidad o, de una
manera mds detallada, de un modelo adecuado de las diferentes resistencias pasivas presentes e
incluirlas a través del trabajo asociado.

9.5 Inercia y fuerza reducidas a una coordenada

Es usual caracterizar el comportamiento inercial de una maquina de un grado de libertad mediante su
inercia reducida; asi, por ejemplo, se tiene la inercia reducida en la rotacién del eje —o simplemente al
eje— de un motor o la inercia reducida a la rotacién del eje de entrada de un reductor.

Frecuentemente también se utiliza el concepto de fuerza reducida para globalizar y simplificar un
planteamiento, como por ejemplo la fuerza de traccién reducida al movimiento del enganche —o
simplemente en el enganche— de un tractor ferroviario o las resistencias pasivas de un vehiculo
reducidas a su movimiento de avance.
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Inercia reducida. En un sistema mecanico de un grado de libertad, si se toma como tal a la derivada
¢ de la coordenada generalizada ¢, la expresion de la energia cinética es

1
Eo =—m(g)q’ 94)

donde m(q) recibe el nombre de inercia reducida a la coordenada q.

Si la coordenada generalizada utilizada es un &dngulo, la inercia reducida tiene dimensiones de
momento de inercia, y si es una coordenada lineal, tiene dimensiones de masa. Se ha de subrayar que,
en principio, la inercia reducida es funcién de la configuracion.

Ejemplo 9.3 En un reductor como el de la figura 9.5 de relacion de
transmision 7, el momento axial de inercia del eje 1 de entrada es I
y el del eje 2 de salida es I,. La energia cinética del reductor es

1 2 1 2 1 2 2 1Il 2
E.=—lowi+—Low;,=—U+7°)w] =—(—+1,)w
02112222(1 2)12(2 2)w3

Asi, la inercia del reductor es

reducida al eje 1 Leg1=11 + 72 I

Fig. 9.5 Reductor de una
etapa

reducida al eje 2 Leg o =1/72+1,

Fuerza reducida. Para un conjunto de fuerzas aplicadas a puntos de un sistema de un grado de
libertad, la fuerza reducida a la coordenada generalizada g es aquel factor que, multiplicado por su
derivada temporal ¢, da la potencia del conjunto de fuerzas con un movimiento ¢; (¢; # 0,4 A = 0).

Z(F(P) 'V(P)) =Frea (9,94

Si la coordenada generalizada independiente es un angulo, la fuerza reducida tiene unidades de
momento y suele llamarse par reducido. Si es una coordenada lineal, tiene dimensiones de fuerza.

Ejemplo 9.4 En el reductor del ejemplo anterior, sobre el eje 1 actiia el par I"j, procedente del motor,
y sobre el eje 2 el par I',, procedente de la miquina que acciona. La potencia de estos dos pares es

r
P= Fla)l —szz =(F1 —Trz)u)l =(71—F2)a)2

de manera que para a estos dos pares el par reducido es:

al eje de entrada leg1=T1-71
al eje de salida g o=T1/7-T,
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En una maquina de un grado de libertad, si las fuerzas que actdan diferentes de las de enlace no son
funcién de éstas, la ecuacién del movimiento se puede determinar a partir de la inercia reducida y de
la fuerza reducida. Derivando la expresion 9.4 de la inercia reducida

- _df1 21 .3 _3m(q)
E, —dt[zm(fI)q ) 2mq(q)c] +m(q)Gq con  my,(q)

y aplicando el teorema de la energifa, E. = 2 P =F.4(q.9)q, laecuacién del movimiento queda

1
m(q)q+ my, (9)¢* Frea (4.9) 9.5)

En el reductor que hemos tomado como ejemplo en este apartado, la ecuacién del movimiento puede
ser, dependiendo de si se toma la velocidad del eje 1 o del eje 2 como independiente,

(1 +71 )o; =1y -
(/7 +L)i, =T /r-Ty

Es interesante observar que, si la inercia reducida es constante y la fuerza reducida sélo es funcién de
la velocidad Fr.4q (¢) —hipétesis aceptables en un buen nimero de casos—, la ecuacién 9.5 es integrable
por separacién de variables

.o N d . . b
mg = Freq (q) ; maq = Feq.(¢), d’on
J.dt—mj

de manera que se tiene el tiempo necesario para conseguir una determinada velocidad.

red (q)

Ejemplo 9.5 El yugo escocés de la figura 9.6 tiene la manivela equilibrada, de manera que su centro
de inercia se encuentra sobre la articulaciéon O fija. Para estudiar su cinemdtica se toma el vector de
coordenadas generalizadas g={x, ¢}T. Las ecuaciones de enlace geométrica y cinemética son

X =rcosg X
X =—rpsing
()

La energfa cinética del mecanismo funcién de § es o
o)

9 ®

7 F
) / m 777/ ——

1 1. .,
E.=—mi"+—1g¢ & 1
C 2 2 G(p ]G% = |

La potencia desarrollada por el par I' y la fuerza F
aplicada a la manivela se puede expresar como

N\
P=-Fxi+T¢ Fig. 9.6 Yugo escocés
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Si se toma ¢ como coordenada independiente, la expresién de la energia cinética y de la potencia
adoptan la forma:

2

1
E. :E(IG +mr? sin® <p)<,'02 ; P=(Frsinp+D)p

Asi, la inercia reducida m(yp) y la fuerza reducida F,4 (¢), para la coordenada ¢, tienen la expresion:
m(p) =I5+ mr? sin® ¢ ; Feqg(@)=T+Frsing

En este caso, al ser la coordenada independiente angular, m(¢) tiene unidades de momento de inercia
y F(p) de momento. La ecuacién del movimiento 9.5, si las resistencias pasivas son despreciables, es

g+ mr? sin’ ©)p +(mr2 singocosgo)gb2 =TI+ Frsing

9.6 Régimen de funcionamiento de las maquinas. Grado de irregularidad

Se define el régimen de funcionamiento de una maquina como su manera de funcionar a lo largo del
tiempo. Asi, se distingue entre régimen permanente o intermitente seglin si la maquina funciona
constantemente o no durante el periodo de observacion.

Si el régimen es permanente se dice que es estacionario, desde el punto de vista mecdnico, si las
velocidades o las sus propiedades estadisticas se mantienen a lo largo del tiempo. En caso contrario,
se dice que es transitorio.

Un régimen estacionario es ciclico si las variables de estado de la mdquina se repiten periédicamente.

Frecuentemente se considera que una maquina tiene un régimen determinado en funcién del estudio
que se quiere realizar y del tiempo de estudio que se considere. Asi, por ejemplo, el funcionamiento
de un ascensor a lo largo de un dia se considera en régimen intermitente, mientras que si se quiere
estudiar un viaje del ascensor se considerard que hay un transitorio de arranque —aceleracién—, un
régimen estacionario —velocidad constante— y un transitorio de parada —frenada.

Grado de irregularidad. En un régimen estacionario, el grado de irregularidad ¢ es un indicador de
la variacién de las velocidades al entorno del valor medio. Para una maquina de un grado de libertad,
y utilizando la velocidad generalizada ¢, el grado de irregularidad se puede definir como

g .
6 =—2L donde o, es la desviacion estdndar y 11, la mediana de ¢.
Hq

En los estudios cldsicos para maquinas rotativas con funcionamiento ciclico, se define el grado de
irregularidad de la manera siguiente:

5 — wméx. —

w

@ min. (9.6)

mediana
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CON W ediana = 2 T 1, siendo 7 la frecuencia de giro del eje principal de la maquina, y w4, Y Wi, 1as

velocidades angulares mdxima y minima de este eje en una vuelta.

min.

Este grado de irregularidad aparece tipicamente en maquinas con funcionamiento ciclico accionadas
por motores de par variable a lo largo del ciclo, como por ejemplo los motores de explosion, o en
madquinas con carga variable a lo largo del ciclo, como por ejemplo en las prensas.

Calculo del grado de irregularidad de un sistema de un grado de libertad con funcionamiento
ciclico. Para la determinacion estricta del grado de irregularidad se ha de conocer la evolucién de ¢ a
lo largo de un ciclo, ya sea como funcién del tiempo, ¢(¢), o como trayectoria en el plano de fases,

f(q’CI)=0

Un procedimiento utilizado frecuentemente en el disefio para la determinacién aproximada del grado
de irregularidad segin la expresion 9.6 consiste en suponer que la inercia reducida es
aproximadamente constante —m— y aplicar el teorema de la energia entre los estados de energia
cinética maxima y minima. De esta manera, se iguala el incremento de energia cinética entre estos

estados con la mdxima variacion de energia AE_ ;. en un ciclo y se obtiene

| ) 2 L . . .
AE 4k = Em(Qméx. ~qmin.) = Em(Qméx. + G min. ) dmax. —Imim.) =

. . . .2
=~ Mq mediana (dmax. —Imin.) = M mediana®

9.7

de donde ¢ = h

Mg mediana

9.7 Volantes

La introduccién de un volante en una cadena cinemdtica puede tener, en principio, los objetivos y
efectos siguientes:

1. Regularizar las velocidades, fuerzas y pares, es decir, disminuir su grado de irregularidad.

2. Disponer de una cierta capacidad para almacenar energia a corto plazo.

3. Almacenar elevadas cantidades de energia para utilizar a largo término.

4. Modificar el comportamiento vibratorio de la cadena.

El primero se basa en el efecto dinimico de aumentar la inercia de la cadena y, por tanto, disminuir las
aceleraciones.

El segundo efecto se basa en el aumento de energia cinética de la cadena que permite intercambios de
energia, mds o menos rdpidos y elevados, con modificaciones moderadas de las velocidades. En
ocasiones la cadena cinemadtica sin el volante podria no tener suficiente energia cinética para vencer
una demanda exterior de energia necesaria para continuar el funcionamiento, por ejemplo en prensas,
motores de combustién y compresores.

Estos dos puntos se suelen considerar en regimenes estacionarios ciclicos, si bien esto no es
estrictamente necesario.
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El tercer efecto se basa en la capacidad del volante para acumular una cantidad de energia suficiente
para garantizar el funcionamiento de la cadena durante un tiempo, encargandose de las pérdidas por
resistencias pasivas y demandas exteriores de energia —acumulador cinético. En este punto, el volante
tiene claramente un régimen transitorio, ya que comienza con mucha energia cinética y acaba con muy
poca. Son ejemplos de aplicacién de los volantes como acumuladores de energia algunos vehiculos
hoy por hoy experimentales y los vehiculos de juguete con motor de inercia.

El estudio del comportamiento vibratorio de la cadena cinemadtica se ha de realizar en el contexto de
las vibraciones mecdnicas, tema que no se incluye en este texto.

Dinamica de una cadena cinematica con volante. Con el fin de estudiar el efecto de un volante en
una cadena cinematica con régimen ciclico, en la figura 9.7 se presenta el esquema de un motor y la
madquina accionada, entre los que se ha introducido un volante.

Volante
IV
Motor [ | Carga
Im IC
6
A 3
l—‘]']’1 IﬂC

Fig. 9.7 Esquema de una cadena motor-volante-carga

ry,r, Pares que el eje izquierdo y el eje derecho hacen sobre el volante, respectivamente

r, Par motor reducido para la rotacion del volante

L. Par de carga reducido para la rotacién del volante

I 1, Inercias reducidas del motor y de la carga para la rotacion del volante
I, Momento de inercia del volante respecto al eje de giro

Aplicando el teorema de la energia a toda la cadena cinematica, se obtiene la ecuacién del
movimiento:

L, @+ 1, + 1,067 = (T, -0
dt 2

_ oI, (0)
1 ) 5 mg — 00
E(ImH+ICH)6 +U @O+, +1.(0)0=T,-T, con , a1,(0)
90

de donde

1 2
(Fm _Fc)_g(lmg +109 )0

(I (0)+ 1 +1.(6))
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Aplicando el teorema de la energia al motor, a la carga y al volante se obtienen los pares I'y y I'y
L1 .5
=T, -1,0)0 —Elmga

. | R
T,=T-1,0=T,+ 10(0)0+510902

De la expresién de 8 se puede ver que, al introducir un volante de momento de inercia importante
respecto a las inercias reducidas I,(6) y 1.(6), se disminuye la aceleracion angular 6; por tanto, la
fluctuacion de velocidad angular disminuye y, en consecuencia, lo hace el grado de irregularidad.

Al disminuir la aceleracién angular , el par I'; que el motor hace sobre el volante tiende a igualarse
al par motor I, y el de la derecha I', al par resistente de la cargal'.. Se ha de observar que I'; no
tiende a igualarse con ', ya que, si bien 6 es pequefio, el momento de inercia /,, es grande y, por lo
tanto, el producto de los dos no se despreciable. Aunque el par motor I',, sea fluctuante, como por
ejemplo en un motor alternativo, el par que recibe la carga I, lo es s6lo en funcién de la aceleracién 6
del eje. El caso contrario se puede presentar en una prensa donde el par resistente I'. presenta
fluctuaciones muy importantes y, en cambio, puede ser accionada por un motor de par I'
sensiblemente constante si se consigue una aceleracién angular pequeiia.

Directamente del teorema de la energia se puede razonar la necesidad de un volante e, incluso, hacer
un cdlculo estimativo sencillo de la inercia requerida. Este razonamiento se basa en el hecho que, al
ser AE, =X W, si la inercia es grande se pueden presentar fluctuaciones de energfa importantes, ya
sea a causa del motor o de la carga, sin que la variacién de la velocidad tenga que ser grande.

Ejemplo 9.6 Como ejemplo, se plantea el cdlculo del momento de inercia estimado para el volante de
una punzonadora. Su eje ha de girar a una velocidad mediana de n vueltas por segundo, con un grado
de irregularidad no superior a ¢. Realiza una operacion por vuelta que dura una determinada fraccién
de vuelta y que requiere una energia E . Como se ha visto, para al célculo del grado de irregularidad la

. L. . . : 2
variacion médxima de energia se aproxima mediante m W= . 4iana® (Ec. 9.7), de manera que

Ey4

(2mn)’6

m =
es aproximadamente la inercia reducida a la rotacién del eje adecuada para los elementos méviles de
la maquina. A partir de esta inercia, se puede calcular el momento de inercia del volante simplemente
por diferencia con la inercia reducida mediana del resto de la cadena cinemdtica, que en célculos
conservadores a veces se desprecia.

9.8 Curvas caracteristicas velocidad-fuerza de las maquinas

En los sistemas de un grado de libertad, sean motores o maquinas conducidas, sus pardmetros
dindmicos se pueden caracterizar, como se ha visto, por la inercia y la fuerza reducidas a una
coordenada. Frecuentemente la inercia reducida es sensiblemente constante y la fuerza reducida sélo
es funcion de la velocidad; en algunas ocasiones esta funcién de la velocidad depende de un
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parametro de control. Este es el caso, por ejemplo, de un motor eléctrico, en el que la inercia reducida
al eje es constante y el par motor es funcién de la velocidad, fijada la tensién de alimentacién.

En la figura 9.8 se representa, para a un motor eléctrico, la relacion entre la velocidad angular y el par
utilizando la tensién como pardmetro. Las curvas que se obtienen son las curvas caracteristicas
velocidad-par motor.

r Para una maquina conducida, la curva caracteristica
velocidad-par viene dada por el par necesario para
accionar la mdquina en régimen estacionario -—
aceleracion despreciable. Este par, conocido como par
resistente, es del mismo modulo y sentido opuesto al par
reducido de todas las fuerzas y los momentos que se
oponen al movimiento de la miquina.

Si en el mismo grifico (Fig. 9.8) se dibujan el par motor
y el par resistente, es evidente que los puntos de
interseccién de ambos pares —que se pueden determinar
analiticamente si se conocen las funciones analiticas—
corresponden a régimen estacionario ya que, al igualarse los dos pares, la aceleracion es nula. En este
grafico se manifiesta como se modifica la velocidad al variar el pardmetro de control; en este caso, la
tension de alimentacién del motor.

Fig. 9.8 Ejemplos de curvas
caracteristicas

También se puede observar que el funcionamiento del r

volante a estas velocidades es estable; si por alguna razén la r
velocidad disminuye, el par motor serd mas grande que el
par resistente, de manera que la mdquina se volverd a
acelerar. Si por alguna razén la maquina se acelera, el par A
resistente serd mas grande que el par motor y la maquina se
frenara. r

méq.

La interseccion de las curvas caracteristicas del motor y de
la maquina podria ser como la que se representa al punto B w
de la figura 9.9. En este caso, la velocidad serfa inestable: si

la velocidad de la mdquina disminuye por debajo de ésta, la Fig. 9.9 Interseccion inestable (punto

L. ) . . . B) de una curva caracteristica de un
madquina acabard pardndose y, si aumenta, lo hard hasta el P
motor y de una mdquina
punto A.

Las curvas caracteristicas se han presentado utilizando ejemplos del caso mds usual, en que el
movimiento es de rotacion. No se han de olvidar, las situaciones con movimiento de translaciéon, como
es el caso de los cilindros hidrdulicos, que hacen una fuerza funcién de la velocidad que depende de la
apertura de la valvula de comando.
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Problemas

P9-1 En una maquina, se necesita una potencia en el eje de entrada Pméq_: 2 kW y una velocidad
de rotacion n, ;. = 100 min'!. Se dispone de un motor que gira a n,, =750 min! y de un
reductor de rendimiento 1 = 0,8. Determinar:

a) La potencia y el par motor.

b) El par en el eje de entrada de 1a maquina.

P9-2 Una mdquina es accionada por un motor a través de un reductor. El motor gira a
Mot = 3000 min! y suministra una potencia P_o.=1kW. El rendimiento del reductor es
n=0,8 y la relacién de reduccién es i = 10. Determinar la potencia y el par en el eje de
entrada de la maquina.

P9-3 La inercia de una méquina reducida a la rotacién del eje de entrada es I =5 kg m2. Las
resistencias pasivas reducidas en esta rotacion equivalen a un par resistente Frp: 5Nm. En
el momento de acelerar, el motor suministra a la maquina un par I' )= 20 N m. Determinar:

a) La aceleracion del eje de entrada.

Una vez conseguida la velocidad de régimen n = 1200 min! el motor pasa a suministrar el
par necesario para mantenerla. En estas condiciones determinar:

b) La potencia del motor.

P94 Un vehiculo con una determinada marcha tiene una relacién de transmision 7 = 0,2 entre el
eje del motor y el eje de las ruedas, que son de didmetro d = 0,6 m. El rendimiento de la
transmision —caja de cambios, diferencial, etc.— es 7 =0,75. En un cierto instante, el motor
giraan, = 3000 min-! y genera un par I',,= 100 N m. Determinar:

a) El par al eje de las ruedas.

b) Les resistencias pasivas diferentes de las de la transmision, reducidas a la velocidad de avance si

ésta es constante y el vehiculo se mueve en terreno horizontal.

P9-5 En un automévil de cuatro marchas, las relaciones de transmision para cada marcha
T= wsecundario/‘“primario son: 7y =11/42, 7,=16/37, 74=22/31, 7,=26/27. El eje
secundario actda sobre los ejes de las ruedas (paliers) a través de un engranaje cénico de
relacién de transmisién 7_.=12/37 y un diferencial. El didmetro de las ruedas es

d. =600 mm.

Les caracteristicas inerciales del vehiculo son:

— Masa total: m, =800 kg

— Momento de inercia axial de cada rueda: I.=036kg m?2
— Momento de inercia del eje primario: I, = 0,025 kg m?
— Momento de inercia del eje secundario: I, =0,025 kg m?

— Momento de inercia del diferencial + paliers: I3 = 0,025 kg m?
Nota: I; incluye la inercia reducida de las ruedas dentadas del secundario que estdn
permanentemente engranadas con las del primario.
Determinar, para cada marcha:
a) La inercia del vehiculo reducida a la rotacién del motor.
b) La aceleracion del vehiculo en una subida del 2% si el par motor es I' =100 Nm y las
resistencias pasivas son despreciables.
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P9-6 Un motor acciona, a través de un reductor de relacién de reduccién i = 3, una maquina que
necesita en el eje de entrada un par I' .. =100 Nm a n_,, =500 min'!. El rendimiento
electromecdnico del motor es 77,,, = 0,9 y el del reductor es 17,4 = 0,8. Determinar:

a) La velocidad angular y el par al eje del motor.
b) La potencia eléctrica necesaria.
¢) Les resistencias pasivas del reductor reducidas a la rotacién del eje motor.

P9-7 Un compresor alternativo ha de proporcionar diariamente 10 m3 de aire comprimido a
8 bar. Determinar:

a) El consumo eléctrico diario, en las hipétesis siguientes:
— Compresién politrépica (p v!:! = constante) del aire a partir de las condiciones atmosféricas
(tomar pmosterica™ 1 bar)
— Rendimiento electromecdnico del motor eléctrico de accionamiento 7, = 0,9
— Rendimiento mecénico del compresor 7)., = 0,8

b) Si se utiliza un motor de 1 kW y 1500 min-!, ;qué volante necesitar para garantizar un grado de
irregularidad de un 1%?

P9-8 Una punzonadora ha de realizar 5 operaciones por segundo y cada operacién de punzonado
requiere 80 J. Determinar el momento de inercia del volante para garantizar un grado de
irregularidad inferior al 2%. Cuando la maquina funciona en régimen estacionario con este
volante se desconecta el motor; ;cudntas operaciones hard y cudnto tardard en pararse?
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P9-9 Un motor eléctrico acciona, a través de un reductor de relacidon de transmision 7 = 0,16, una
maquina que gira a Mindq.= 120 min! y en cada vuelta realiza una operacién de trabajo que
requiere una energia Eyp= 2 kJ concentrada en una pequefia fraccién del ciclo.

Motor cje 1 Reductorf—3% 2 Miéquina
Mot = 0,8 Nrea.= 0,7 Ip= 50 N m Eyp= 2KJ
I.o=1kg m?2 I.q=3kg m?2 Iméq_z 50 kg m?2
7=0,16 Mg = 120 min!

Los elementos de la cadena motor-reductor-maquina tienen las caracteristicas siguientes:

Motor Rendimiento electromecanico Mot = 0,8
Inercia reducida al eje 1 I =1kgm?

Reductor Rendimiento Neeq.= 0,7
Inercia reducida al eje 1 I oq=3kgm?

Miquina Inercia reducida al eje 2 Ingq.=50kg m?

Resistencias pasivas reducidas al eje 2
(Independientes de la velocidad y de la carga) Frp: 50 Nm

Determinar:
a) La potencia eléctrica mediana que el motor consume.
b) La potencia media disipada en el reductor y sus resistencias pasivas reducidas al eje 1 para la
velocidad nominal.
¢) Lainercia total reducida al eje 1 y una estimacion del grado de irregularidad.
d) El momento de inercia de un volante en el eje 2 que reduzca el grado de irregularidad a 0,03.
Razonar las ventajas y los inconvenientes de colocarlo en uno u otro eje.
La mdaquina no realiza trabajo en los transitorios de puesta en marcha ni parada y
finalmente se ha equipado con un volante en el eje 1, de momento axial de inercia
I,=5kg m%.
e) (Cudl es la aceleracion del eje motor si en un cierto instante este ejerce un par I' ;=60 N m y las
resistencias pasivas del reductor contintian siendo las calculadas en el apartado b ?

P9-10  Un motor eléctrico de corriente continua alimentado a tensién constante suministra un par
linealmente decreciente con la velocidad de giro I'=I'y(1 — w/w,,,,) y su rendimiento
electromecdnico crece linealmente con la velocidad de giro, n=w/w 4,

I'y=0,1 Nm; =103 kg m%; w, 4, = 6000 7 rad/s
a) Determinar la potencia mecdnica suministrada y la potencia eléctrica consumida funcién de la
velocidad de giro.
Se quiere utilizar un motor de estas caracteristicas para acelerar un volante de momento de
inercia /. Si las resistencias pasivas se consideran despreciables:
b) Determinar la velocidad angular y la energia eléctrica consumida en funcién del tiempo.
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P9-11  Con tal de tener maniobras suaves en el elevador
de la figura, se impone en las arrancadas y
paradas una aceleracion a=6v
para 0<A<1, con v
A=t/1,. Se consideran despreciables la inercia
del cable y la de las poleas, asi como las
resistencias pasivas. El desplazamiento vertical de
una maniobra es de 10 m. Determinar:

a) Las curvas de aceleracion, velocidad y desplazamiento.
b) El par motor y la potencia necesarios.
¢) La energia consumida en una maniobra.

1g

mix. A =A%) /1 2
=2m/s, t5=3s y
m;= 1000 kg
my= 900 kg
r =02m
nmy
ny

P9-12  Un elevador hace diariamente 500 maniobras levantando una carga de 1800 kg —
tara = 1000 kg, carga util = 800 kg— a una altura de 10 m y bajando en vacio. El contrapeso
es de 1400 kg. El arranque y la frenada se hacen con aceleracién constante d’1 m/s2 durante
2 s. Si se consideran despreciables las resistencias pasivas, como también las inercias no
citadas, /cual es la energia consumida diariamente?

P9-13  El ascensor de la figura, accionado mediante el cilindro hidraulico que desplaza el eje de la
polea de radio » = 0,2 m tiene un recorrido vertical 4 = 8 m y sus inercias son:

r

N4

Cabina

77777

Cilindro

Masa de la cabina con carga m.= 1000 kg
Masa de la polea y de la varilla my= 300 kg
Momento de inercia de la polea I,=2 kg m?
Cable de inercia despreciable

El arranque y la frenada se hacen con una aceleracién
constante « = 0,5 m/s?2 durante 2s. El rendimiento del
cilindro es 74=1-0,2 v2, siendo v la velocidad de la
varilla respecto al cilindro, y el rendimiento global del
grupo hidrdulico que genera la presiéon de alimentacién
del cilindro es Ngh= 0,7. Si las resistencias pasivas en los
pares cinemadticos son despreciables y el cable no se
desplaza respecto de la polea, determinar:

a) El tiempo total de una maniobra de subida.

b) La inercia de todo el ascensor, reducida al movimiento de la varilla del cilindro hidraulico.
¢) La fuerza del cilindro en el tramo de aceleracion de una maniobra de subida.

d) La energia consumida en el tramo de velocidad constante de una maniobra de subida.
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P9-14

Un vehiculo tiene las caracteristicas siguientes: masa total, m = 1200 kg; Radio de las
ruedas, 7, = 0,3 m; momento de inercia axial de las ruedas, I = 1 kg m? (por rueda). Para la
marcha escogida: relacion de transmision, wqq,/@ = 0,2; momento de inercia reducido a
la rotacién del motor de sus partes moéviles y de la transmision, /;, = 0,5 kg m2.

La potencia del motor para una posicion del acelerador funcién de la velocidad angular w
del motor cuando ésta se encuentra entre 100 rad/s y 500 rad/s se puede aproximar por
P=80 (u+0,5u>-0,5u3) kW con u = wlwyy wy= 500 rad/s.

Al avanzar por un terreno horizontal las resistencias pasivas son: F =500+ c v2N con
¢ =4 N/(m/s)? y v velocidad en m/s. Determinar:

a) La curva de par motor funcién de su velocidad angular.
b) La velocidad madxima en dichas condiciones.

¢) Eltiempo que tarda en pasar de 9 m/s a 24 m/s.

d) La energia disipada en el proceso del apartado anterior.

P9-15

En un compresor, cuando la frecuencia de giro del cigiiefial es de 50 Hz, la presion en el

interior del cilindro (medida experimentalmente) es

(@) = (4 + 6 cos(p + 3,75) + cos(2¢ + 1,5) 105 Pa

a) Si las resistencias pasivas son despreciables, determinar la potencia media del motor.
b) Si el motor suministra una potencia constante —a lo largo de un ciclo—, determinar la velocidad
angular lo largo de un ciclo.

P9-16

r =25mm
d d =50 mm
P [ =100 mm
. I, = 0,1 kgm?

En un motor monocilindrico de 4 tiempos, la presion en el interior del cilindro se puede
aproximar, cuando gira a 50 Hz, por la expresion:

p) =107 (1,05e ¥ —e 2¥)+e¥ 0<p<4n

Determinar, despreciando las resistencias pasivas:

a) La potencia mediana y el par medio del motor.

b) El par en el eje del motor a causa de la presion de los gases.

¢) La inercia de un volante que, colocado en el eje del motor, garantice un grado de irregularidad
inferior a un 1%.

d) La ecuacién del movimiento si sobre el eje actia un par resistente igual al par medio del motor y
se ha colocado un volante de momento de inercia 1.

r =25 mm
d =60 mm
[y =100 mm
d [, =40 mm
14 m,,= 0,2 kg (pistén)

my= 0,15 kg (biela)
I =0,210-3 kgm? (biela)
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P9-17  En un motor de corriente continua con excitacion independiente, el par I' ) en el eje y su

a)
b)
c)

d)

velocidad angular w estan relacionados en primera aproximacién por la expresion:

2
\%
_ o , donde
R R

m

¢ (N m/A) es funcién del campo magnético y otras caracteristicas constructivas,

V es la tensién de alimentacidn,

R es la resistencia del circuito del inducido y

la intensidad de alimentacién —considerando sélo la del inducido— es I = (V-cw)/R.

Para accionar un pequefio taladro se utiliza un motor que tiene las caracteristicas siguientes:
c=0,02 N m/A, V=12V, R =2 . La inercia reducida de la mdquina en rotacién del motor
es=0,2 103 kg m? y sus resistencias pasivas reducidas también en rotacién de este eje se
evalian en My =20 + 0,05 w N m.

Si se conecta el taladro en vacio, determinar:

La velocidad de régimen estacionario sin carga, wy,.

El tiempo que tarda en llegar a 0,8 w4

La energia consumida y la energia disipada —en el circuito eléctrico y en las resistencias pasivas
mecanicas— hasta llegar a 0,8 w4

Si el taladro gira con velocidad angular constante, determinar, en funcién de ésta, la potencia
eléctrica consumida, la potencia mecédnica aprovechada y el rendimiento.

P9-18  EI par motor de un motor de corriente continua se puede aproximar mediante la expresion:

a)
b)

d)
e)

I =c(V-cw)/R , donde

V (tensién de alimentacién) = 1200 V

R (resistencia del inducido) = 2 ()

¢ (factor proporcional al campo magnético de excitacion) = 4 V/(rad/s)
w (velocidad angular del eje)

(V-cw)/R (intensidad de alimentacién del inducido)

Determinar:
La curva de par motor, I' , y la potencia suministrada, P .. , en funcién de w.
La velocidad angular mdxima, w4, , a que puede llegar el motor. La potencia maxima, P4, , que
puede suministrar el motor y la velocidad angular a la que ésta se produce.
El rendimiento n= P .. /P onsumida €0 funcion de w.
Si la carga del motor es equivalente a una inercia reducida en su eje I .4 = 100 kg m? y las
resistencias pasivas son despreciables, determinar:

El tiempo necesario para pasar del reposo a 0,8 w4,
La energia consumida y la energia disipada en el proceso de arranque anterior.
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P9-19  Uno de los tambores de la cinta transportadora de la figura es accionado por un motor de
corriente alterna a través de un reductor de relacidon de transmision 7 = 0,01.

10 m

0,4 m 0,2m 0,05m

7%7> O O 0O <7§}7/ -

o 0O 0O
Las caracteristicas inerciales de los diferentes elementos son:
Banda: Pp=5 km/m (densidad lineal)
Rodillos: 1=0,5 1073 kg m? (momento de inercia respecto al eje de giro)
Tambores: I=0,5kg m?2 (momento de inercia respecto al eje de giro)

Reductor + motor: 1= 0,6 kg m? (inercia reducida a la rotacién del eje del motor)
El par motor I, funcién de la velocidad angular de giro w viene dado por la expresion:

I’} s sgn -
I“mz—zls g (a)o)’ donde 5=

52452+ ko] wo

(deslizamiento)

con wy = 50 wrad/s; s .= 0,2; k;=0,4 y I';)=10 Nm

Las resistencias pasivas del conjunto, reducidas a la rotacién del eje del motor, se evalian
segtin la expresion I'g = Ty(1 + &, |w] ), con T, =2 N my k, = 1025
Si no hay deslizamiento en ningin contacto, determinar:

a) La velocidad madxima v, 4, a que puede llegar la cinta transportadora.

b) El tiempo que tarda en pasar del reposo a 0,9 v«

¢) La energia mecdnica disipada al pasar del reposo a 0,9 v«

d) El rendimiento mecdnico cuando el motor gira a 0,8 w,.

e) El tiempo en la maniobra de frenada desde v, 4, hasta el reposo si se realiza:
1. desconectando el motor

2. invirtiendo la polaridad del motor (wq —> —wy)
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Capitulo 2

P2-1

P2-2

P2-3

P24

P 2-5

P 2-6

P 2-7

P 2-8

P2-9

b) 1 grado de libertad.
c) xZ+y2 =12 ; xx+yy=0
rsing| —Ising, =0
{rcosgol +lcosgpy —x=0
d) Para ¢, no existen puntos muertos.
¢y =130°

x=Imix=3m

a) 2 grados de libertad.
b) Ecuacién de enlace geométrica: y; + y; — 2y, =0

a) 3 grados de libertad.
{ll cos@) +1p cosg, +5—x5 =0

Lising —Ily sing, —yg =0

a) 4 grados de libertad.

Con una biela, {¢| =nmn,¢9, =mn ¥V n,meZ} son bifurcaciones.

Con dos bielas, hay redundancia.

a) 2 grados de libertad.
b) x=48+(p;—p,)/2 en milimetros

2
% = \/99 =15(p; +p3) _(W‘sz) — 6 en milimetros

b) ¢,=2¢,

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



236 Teoria de mdquinas

P2-10  a) 4-3(cos ¢ +c0s @y)+2 cos(p; + ¢5)=0

b) 01 =3894° |p; =-3894°
0, =7053° |, =-7053°
¢, corresponden a los dngulos cambiados.

son puntos muertos para ¢,. Los puntos muertos para

¢) ¢1=¢,=0 es una bifurcacién.

P 2-11
P2-12 a) 3 grados de libertad.

P2-13 a) 2 grados de libertad.
b) x=900 -3p, ; y=4p; en milimetros

P2-14 a) 5 grados de libertad.
b) 2 grados de libertad.

Capitulo 3
01 %costpl
P31 9 = . 3 2cosp; —sing cosg;
I 0 sing;—— ]
2 (12+4sing — sin? wl)é
2(x - 2 —2(x— 0
P32 o ¢q:[ (x=py) y (x=py) }
2x 2(y=p2) 0 —2(y-p2)
c) Segmento de (5, 4,5) a (3,376, 3,688) en metros
drsi
P33 a y=-2"1¢,
Yy

Paral=4, y= Ne y= J15 son puntos muertos para y.

b) Paral=3, y= 242 y= —2\/? son Puntos muertos para y.
y=0,a =nn son bifurcaciones.
Paral =2, y= V3 ;O y=-4/3 sor: puntos muertos para y.
©=1755"; ¢=-75,5" son puntos muertos para (.
—rcos lcosgp, —xsin cos
P 3-4 a) . 1 . P2 P2 : 2
rsing; —Ilsing, —xcosp, —sing,

x=5454mm; x=¢r
x=2398mm ; x =-¢;r

Yo = 62,730 ;(,bz Z—(,bl /3
92 =3223" 50y =¢ /5
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P 3-5

P 3-6

P 3-7

P 3-8

P3-9

P 3-10

P 3-11

P 3-12

P 3-13

a) ¢,=0; s=-lp;
4 = ljcospy Ilzcosp, O
7 =l sing; —Ilzsing, -1
¢) Punto muerto para ¢, ¢, =0, § =—¢ [
l
Punto muerto para s s=0,283 mm, ¢, = —l—lgb]
3

b) Vies. = %|ﬁ| =40w mm/s

d?
Adesl. = dt_2|EP| = 40w mm/s?

w$? = -0,25 rad/s; w3 = 0,25 rad/s; w* = 0,25 rad/s; w3 = 0,25 rad/s
@52 = —0,0625 rad/s?; a3 = -0,125 rad/s2; 5% = —0,25 rad/s2; @55 = 0,1875 rad/s?

w$? =2 rad/s; w3 = -0,5 rad/s; w* = 0, 5 rad/s; vy.q (F) = 10 mm/s;
@52 = 3 rad/s?; @3 = -0, 5 rad/sZ; @4 = 0,833 rad/s2; Ageq (F) = 39,17 mm/s2;

w2 —0,1515rad /s a®? —0,2438 rad / s
w* 0,1818 rad /s a3 ~0,0546 rad / s
w* -0,1818rad/s|  |o 0,0215 rad / s>
w® T1-02727rad/s[ 7)o 10,0359 rad /2
Vaesl (D) | 27272 mm/s g (D)| | 0,1729 mm /s>
Vaes.(G)] (14,0909 mm/s gest (G) 1,5299 mm/ s>
—l;singp; —dysing, I3sing; 0 CoSpy
a) | ljcosp; dycosgp, —l3cosp; 0 sing,
=l sing; —l;sing, 0 bcosgy 0
b) p=2(bcosp, —esingy)
h=yy+[sing| +1, sing,
@y 0,18 rad/s @] [-0,3673 rad/s>
d) {¢,t=1 034 rad/s | ; {¢, =1 02587 rad/s>
dy| |-9.192 mm/s| |d, 5,724 mm/s>

s=l recta; 570 elipse; s=0 circunferencia

. r(scosgy —r)cos® ¢, . recos(ey +¢2)
a) Y2 = 2 2 $1= 1 1
§°+r° —=2srcosg; (52+r2—2srCOS<p1)A

D) Vel =sin(@y +¢2)re;
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Capitulo 4

P4-1 a) d(g) =10 (<2u3 + 3u%) mm con u=p/60
b) d(g) =10 (61 — 15u* + 1043) mm
¢) d(g) =5 (1—cos(r u)) mm. Continuidad C!

P42 (! —>d(<p)=%(8u3—12u2 +u+3), amb uz(w—sznj/’;
C? S d(p) =%(—24u5 +60u” —40u +u+3)

P 4-3 cl—> d(p) = %(—ZMZ +2u+7),con u= ((p _7875)/2 (tramo superior)
cl> d(p) = %(2142 —2u+1),con u= ((p—lzn)/z (tramo inferior)

C? S d(p) =%(2u4 43+ 2u+T)

C? Sdp) = %(—2u4 F4ud —2u+ 1)

P4-4  Para ogwg%", d(g) = a(=2u” +3u?), con u:w/%“

Para STESQDSZTE, d() = a(2u® =3u® +1), con u:(w_s;j/g

.2 .
P 4.5 r0:30mm;{m} _jasm” ¢p+agsing
XY lasingcosg+agpcosy xy

P 4-6 ro=25 mm

— a+agpsing
fou),, - {o o)
Y |agcosg Xy
Excéntrica de centro sobre el eje X, radio ag y excentricidad a

a7 =190 0y _6u? + 4
T

_ ing](d’
P47 [0OJ) :{COS"” S‘“"DH }; r.=d+d” con
Xy

—sing cosy ||d
d":ﬂ(z—lzuﬂzuz)
2

- 2, 2\ %
Sm‘p}d(@, ;= @*+d’*

P4-8 oC! = -
! }Xy {cosqo 2d’? —d’d +d*>

d’ =10sin2¢
r.=r.,—F, con
c o d” =20cos2¢p
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P49  a) 5, =35/4; 5 =35 /4-2557 /64d
b) Vdesl. = 55‘1 /4

¢) s?+55-10ds; =0

P4-10 a) ¢=35/4d; p=5/4d—5%1256d°
b) Vdesl.=3S/8
c) (31,25+(s/d)2)/8,062+(s/d)cos<p—4sin<p:0

P4-11 b) w**=13,33 rad/s; w$=20 rad/s
_ 3 3,0 2 3 _ . _ 2
P4-12  v(u)=b,B5(u)+b3B3(u)=45u" -30u” m/s conu=t/15 ; aps =15m/s

P4-13 a .. =-375m/s>

max.

P4-14 ) vu)=08B3w)+B3w) m/s conu=1/At
a(u)=3-0,8-B (u) i m/s>

d(u) :l_i(O,S-B§(u)+l,6-Bi(u)) m
u
b) At=2s

Capitulo 5

P 5-1 a) T=60 b) T=-1/180 c) T=25

P5-2 a) z; =063 2, =21 23=172 =12
71 =54 =14 73=156 =12
71 =72 =13 73 =65 74 =20
71 =65 2,=20 23=172 74=13
b) 7, =170 =14 73 =69 74=15
71 =69 =19 23=176 =12
P5-3 a) z;=19 72,=20 73 =28 74=20
b) z;=37 7,=20 73=153 74=50
c) 71=178 =25
d) z; =163 2, =100
71 =26 2, =16 error = 0,3 %
P54 71 =35 2, =86 error = 1,75%
71 =45 2, =176 error =-1,3%
71 =57 2, =64 error =—1%
71 =10 725 =51 error = 1,7%
7 =81 2, =40 error = 0%
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PS'S a)b=0 (UIZO (1)220
a) wlwy =2 wylwy = 1,5 wylwy =3
b) (,L)l/a)z = 1,8 wz/wb =4/9 (Ul/(l)b = —0,8
c) wylwy =-1,5 wylwy = 5/3 wlwy = 2,5
_ . _ 21
P5'6 a) wl—a)b——Z(w34—a)b), (w34—wb)—ﬁ(a}7—a}b)
27
b) w;—-wy =%(w5 —wp); (W) —wp) = _?(‘U6 -wp)
P 5-7 a) z,=48 7. =16
b) z,=36 7. =15
¢) z,=48 7. =24
P 5-8 2wy =Wy +w,
P59 (,()3—1,5(1)4"‘0,5(1)1:0
wg—1,4w3+04 w0 =0
Si (1)4 = O, (1)6/(1)1 = —0,7
Capitulo 6
P 6-1 T, I, T3 T, Ts Tg Veder. VFizq. Hr
a) 37,79 37,79 120,2 120,2 120,2 120,2 50 50 37,5
b) 151,2 0 0 53,4 53,4 0 0 0 0

c) 75,58 -75,58 186,9 186,9 1869 186,9 0 0 75

Todos los valores estan en kN y las tensiones de las barras definidas positivas a compresion.

P 6-2

P6-3

P 6-4

P 6-5

Hy Va VB Hc Ve Hp, %5 Hg Vg

137,1 440,2 120,7
Todos les valores en N.

25,774 =200 25,74 -700 111,3 640,2

a) F,=1401_ N (I longitud del muelle en m; F,: fuerza del muelle en N)
c) m=1430kg d) k=140 N/m

rcos(¢ + o)) . 1 ..
—— brs F=1 )
ecosg, —rcos(¢ +¢r) ecosgp,y —rcos(p; +¢y)
b) p=0°i¢=180° > I',=0; F=0 ¢=+4859° —> I =0; F=846N

Cl) Fm 212

b) F,; (Direccién de la barra)= -2907 N; F,; (Perpendicular a la barra) = 1300 N
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b) Fy, (Direccion de la barra)= 3658 N;  F», (Perpendicular a la barra) = 0
¢) I';;=600 sin ¢ Nm

P 6-6 a) d(g) =320 u3(1-u)> mm con u = (¢-240°)/120°
b) N =500+ 0,08754 (1,92 u—11,52 u? + 19,2 u3 — 9,6 u*) ¢>
€) Pmax =302,3 rad/s ; n=2887 min~!

(0,4225-03cos(¢ + B )2
sin(p + B)

P 6-7 F= (%costp +%sintp) kN ; B =arctan0,75

Ty=1200N ; k=1,6 N/mm

P 6-8 a) 85°
b) Fr = mgl cos2¢p
2 lcosg—scos2g
Fp = mgl sing

2 lcosg—scos2y
Fc =—mg+ F cosg + Fp sin2¢, siendo ¢ el dngulo que forma la escalera con la direccion
horizontal, definido positivo en sentido antihorario.

—Ccosy,  singy sings Fy 0
P 6-9 sing,  cosy; COoS3 Fg t=ymg
-1 0 sin(py —¢3) | Fc 0

siendo ¢y, ¢, y @3 los dngulos que forman las barras EB, CA y DC con la vertical,
respectivamente, definidos positivos en sentido horario.

5
Fg = gmg ; Fc =0 cuando la mesa se apoya en la pared.

.2
P610 F=0S¢,

3 cosy

Capitulo 7

1—;12 T2u/tang

tangp — u
el signo + corresponde a un deslizamiento hacia la izquierda
el signo — a un deslizamiento hacia la derecha

P7-1 a) F=mg

b) F=1,7 mghacia la izquierda. F' = 0,7 mg hacia la derecha.
¢) Si u < blh, los bloques no vuelcan.

P72  a) F=1951N
b) F = 15,69 N

contacto
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P7-3 a) s=0,5m
b) s=12m

P7-4 a) a= 83,48 mm/s?
b) a=77,78 mm/s?

P7-5 a) Moy = 0,18
b) T=1409 N

P7-6 a) Mo = 0,238
b) T=287,4N

P77 e =27 mm

P78 g =011

2 2
202 = (h/2
P7-9 , N20"—(h/2)"

- 100—

Hmin. =

P7-10 = 0,2 independientemente de 4.

Hmin.
P7-11 ¢=642°

P7-12 =0,27

Hmin.
P7-13 4=1929 mm

P7-14 ) py=023; ug=026
b) Fp=1536kN; Fy=1546kN; Fc=1536 kN

P7-15 T4 =137gNm; a,, =0304gm/s?

max.

P7-16 a) a=0,085gm/s?
b) e =0,132

P7-17 a) F=125N
b) rodillo A bloqueado F =210,8 N
rodillo B bloqueado F = 168,6 N

Capitulo 8

P 8-1 a) F=ml(gsintp+p—gb2p)
I'= (m1p2 +m262 +1g, +1g, )P +2myp@p+(myp—mye)gcosp

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



Resultados de los problemas

243

P8-2

P8-3

P 8-4

P 8-5

P 8-6

P 8-7

P 8-8

P8-9

P 8-10

b)

a)

b)

a)
b)

a)

b)

I'=

F=

a)

b)

a)

b)

a)
b)

)

En el par prismédtico T = m;(gcos¢ +2¢p+ ¢p)

M =my(gcosp+2¢p+op)p+1g,¢
En la articulacién F=F+my(gsing +¢2e)

F, =T+my(gcosp—de)

Sentido horario I'=2,791 Nm
Sentido antihorario I'=3,243 Nm
F i =401,7 N (giro antihorario)

[,=0,4143Nm
,=04571 Nm
0<p<90° F =20sinp+10cos¢ ['=0,6—-12cosp+6sing
-90°<p<0 F =-20sing+10cos¢ I =-0,6+12cosp+6singp
cosp = 0,05
0<9<90° F =-20sing+10cos¢ I =-0,6+12cosp+6singp
-90°<p<0 F =-20sing—10cos¢ I'=-0,6+12cosp—6sing
0,5(1+sin4 ¢)cosdoNm; I, =0,650 Nmparap=7,5°
48sing—40tang ; F, 4 =1,705 N para ¢ =15°
900 = s12 +s§ +/3 §1 8y 81y sy en milimetros.
s = 60mm =_
Margen de variacion: de ! hasta 30\/_ 3 mm
Nol _30\/_mm Sy = 60 mm
F SZ +Sl \/_/2
51 +S2 \/_/2
225= s12 +s§ -3 518, 81y S, en milimetros.

$3 =51 \/_/2
—52\/_/2

I'=6,366/tan ¢ N 'm
Hmin. = 0,08
[ ubida = 12,81 /tan ¢ N'm

F:

rbajada =0

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



244

Teoria de mdquinas

Capitulo 9
P9-1 a) Poo =25kW; I' [ =31,83Nm
b) Fmgq =191,0N'm
P9-2 Praq. = 0.8 kW T'gq =2546 N'm
P93 a) a=3s2 b) Ppgq =6283 W
P94 a) Ieqas =375 Nm b) F=1250N
P9-5 la 2a 3a 4a
a) 0,557 kg m? 1,475 kg m? 3,929 kg m? 7,215 kg m?
b) 4,39 m/s? 2,66 m/s? 1,56 m/s? 1,10 m/s2
P 9-6 a) npo =1500min~!; T =1253Nm  b) P =7.27kW ¢) I'p;=253Nm
P9-7 a) Wee =35,316kWh by 1,=0,162kg m? (valor muy conservador)
P9-8 a) I,=4,053 kg m?; 25 operaciones ; t,,,; = 8,64 s
P9-9 a) Pgg. =8,265 kW
b) Prequctor = 1,984 kW ; ' ;=253 Nm
¢) Ly =528kg m?; 6=6,14%
d) I, cjel = 5,53 kg m? ; Lo eje2 = 216 kg m?
e) a=2,601rad/s?
P910 a) P,.. =0]1w(l-w/600m) W ;P4 =6007 (1-w/600m) W, conw enrad/s
b) w= (1— e't/ﬁon)6000n rad/s ; Wepae. = 36752(1 - e't/éon) kJ , conten segundos
P9-11 o) E_, =11,234Kk]
E .. = 10 kJ, con motores regenerativos capaces de recuperar la potencia negativa.
P9-12 E .. ==111kWh
P9-13 a) t,,,=10s b) m4 =4350kg ¢) F=2409kN d) E=103,8]
P9-14 b) v, =24,35m/s c) t=265s d) Eg, =1,204 MJ
P9-15 a) P=2,742kW b) grado de irregularidad 6 = 0,51 %
P9-16 a) P=5845kW; I'=18,6 Nm

c) 1=0,237kgm? es suficiente
d) Resolviendo la ecuacién del movimiento, grado de irregularidad 6 = 0,89 %
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P9-17

P9-18

P9-19

a) wqy =400 rad/s

b) t=129s

9 Econs. =61,627; Eeléc_ dis. = 43,0717 ; Emec. dis. = 8,31J
d) Py =72-0,120W; P .. =(100-0.25w) w 103 W
b) w4 =300rad/s; P4 =180kW a w=150rad/s

¢) n=w/300

d) t=20,1s

€) Egype =T,2MJ; Eg =432 MJ
@) vy =038ms  b) t=132s  ¢) E

mec. dis.
e) 1. t=279s
2. t=104s
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d) n=0,64
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